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% ^^ . PROLOGO - ^ 

La creoiente conti»ibucl6n ae las raatematicas a la cultura del 
munclo modeTOO, y su importancla opmo parte vital de la edueacidn 
clentfflca y" humanlstica, han he^o necesario ""que las matematlcas 
del prograiQa escolar se seleccipnen julclosaraente y que se enseften. 
bien en nuestpas escuelfes. * . , ' 

Toman^o esto en consideracidn, las o^*ganlzaciones de'matje- ^ . 
mdticas en los Estados Unidos 'cooperaron en la fomacion del 
Grupo de Estudio de la Matematlca Escolar (SMSG), Este grupo lo 
constituyen inatematlcos de colegios y universidades, raaestros de 
matematlcas de todos los niveles, eajpertos en eduoacidn y -Ibepre- 
sentantee <ie.IjL-,.clencla...y la tecnologla. El propdsito general 
del ' SMSG es el mejoramiento lie la enseiianza, de las matematlcas ✓ 
en las escuelas d^ los j;st*ados Unldos. La Pundacldn Nacional de 
Clenclas ha provlsto fondos sustanclales para el financlamiento 

> de 'esta labor. ; ' 

. » ,' 

Uno de los jprerrequlsltos para .el mejoranilerito de la, enseHejnza , 
de las matematlcas^ en nuestras escuelas as un mejor programa de 
estud4os, un programa* que tome. en consideracidn el' uso creclente ^ 
d^ las materaalJlcas en la clencia, la tecnologla y ^tros c|jnpos del 
conoGlmlent© y que; a la vez, refleje los avances recientel' de las 
matematlcas mlsmas*. TJno de los primeros proyectos del SVISG fue 
reclutar un grupo de raatem^ticos y raaestros de matematlcas dls-' . 
tinguldos para preparar una serle de llbros de texto llustratlv&s 
de un programa de estudlos como el ya mencionado. _ . • *• 

♦ Tlos matematicos profesionales en el SMSG creen que el con - 
tenido matematlco presentado en este texto es vAliosO para todos- 
los CTLudadanos^ cultos de nuestra sobiedad, y, que su aprendlzaje 
es Importante para los estudiantes que van ^ Ingresar en unlver- 
sldades, como preparacldn para estudlos avanz'ados en este oampo. 
Al mlsmo ''lempo, los maestros en el , -^SMSG creen que la forma en 
que aqul se presenta, el material de estudio facilita aj. estudiante 
.su asiigllacldn. . - r . 

Ea la mayorla de los casos el material parecera familiar, pero 
su presentacidn y punto de vista seran diferentes. ^Algufi material 
sera completamente nuevo en relacidn con uos prograraas de estudlos 
tradlcionales, Asl debe ser, porque las matematlcas^ constituyen 
una disciplina viva y en constante crecimlento y no un pro^tocto 
inerti y rlgido de la antigiiedad. Esta fusidji saludable entr^ lo 
antiguo^y.lq nuevo debe gular a los estudiantes hacla una mejor 
oon^rensidn de los conceptos basicos y de la estructura de las 
..matematicas y pfrecer lina base sdlida para la comprensldn y el uso 
de las matematlcas en. una sociedad cientlfica. 

No' pretendemos que e^te libro se consi^re como 'la unica 
manera defini^lva de pr^sentar correctameirtlvj^as matematlcas a los 
-»«studiantes en este nivel. En cambio debe considerarse como una 
muestra de la clase de programa de estudlt>s que necesitamos y eomo 
una fuente de sugerenc'ias para los autores de taxtos comerciales. 
Esperamos sinceramelite que estos textos seflalen el camilio hacla 
una enseiianza mas in^pirada y signlficativa de las matemdtlcas, 
disciplina que es la reina* y slerva de las clenclas. 
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PREFACJO. J- 

Este^'llbro se escritlo para ti, para que lo , 
leas. No es una ra^ra lista de problemas, 

Tu creclmiento matematlco y, en consecuencia, 
laf satlsfaccl6n y el piacer que derives del estydio 
del algebra dependeran grandemente de la lectura 
cuidadosa del texto. Npor eso veras la importancla. 
del desarrollo de habitoS" eficace^^^ 
'las matem^ticas. . . j-'" ^ ' 

Leer sobre matfemdtlca no es lo mlsmo que leer, ^ 
una no vela.' En ocasdones^ comprenderas solo* una pe- 
*,quefia parte del material en la primfera lisctura, un 
poco mds la segunda vez, y solamente tras nana' ter- 
cera lectura |t© sentiras seguro de ti mismo. Con. 
frecuencla sera necesario usar lapiz y papel para- 
hacer ejemplos o aclarar detalles. 

Ante ti hay ahora una nueva y fecunda experien- 
cia. -iApnov^chala lo mejor q^e puedasl qEmpiezal 
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Capftulo 1 

CONJXJNTOS Y LA RECTA NUMERICA ^ ^ 

Gon.1untos y suboonjuntos 
'iPodrlas ofrecer una descripclon de los siguientest 
; Alabama-, Arkancas, Alaska, Arizona? 
iC<5mo descrlblrlas ^atos:- 

Ivines, martea, ral^rcoles, jueves, viemes? 

Aftade V . ^ *. ' : , 

^ ' . adbado y domlngo ; ^ 
al grupo anterior y luego describe los siete. Describe la colee- 

cif$n de^ hiimeros : • ' . 

; ■ 1, 2, 5, ^, 5j 

la coleocl<5n de n\lTneros: / , 

2,'3, 5, 7, -8. , . - 

Te pregiintards si has entrado a la'clase correcta. ^Qw^ 3?e- 
laci6n hay entre es^as preguntas y la .inateinatica? Cada una de las 
colecciones anteriores es un ejemplo de un cori.lunto. Tus respues- 
ta^ a las preguntas deberlan haberte sugerido que cada conjunto era 
una coleccidn particular de miembros o elementos con. alguna carac-^^ 
teristica en comi5n, Esta ciracterlstica pudiera ser solamente que 
apar^zcan todos Juntos en una lij^sta.* 

* El concept© de con.lunto sera uno de los mis sencillos entre 
los que aprend«p^s en matemdtica, Un conjunto es meramentfe una ^ 
colecci<5n de elementos (en este curso casi slempre ser^ ntSmeros). 

Necesitamos ahora algunos simbolos para indie ar que estamos 
construyendo o describiendo conjuntbs. Si es posible liacer una 
lista de los miembros de un- <^n junto, podriamos encerrarlos entre 
Haves, as! el conjunto de los primeros cinco n\imeros impares se 
representa por: ^ ' , ^ . ' 

(1, 5, 5, 7, 9.h ^ ^ ^ 
el conjunto de todos los n\5meros pares entre 1 y 9 Por: 

y ei conjunto de los estados cuyos nombrea empiezan con la letra 
C por: 

{California, Cplbrado, Connecticut}, 

V. ► - / • 
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iPodrlaa hacer una llsta de.todos los elementos del Ponjunto 
de los n\imeros impares y otra de los nombres de todos los ciuda- 
danos de los Estados Unldos de -America? Ver^s-que en estos casQS 
preferlrlamos, o mas blen nos verlaraos forzados a descrlblr el- 
conjunto sin tratar de hacer una llsta de todos sus elementos, 

Es conyeniente usar letras' mayiis^juiag para nombrar conjuritos. 



as! 

1 

t 

■» 

o tambi^n ■ 



A - {1, 5, 5, 7} 



es el con Junto -de todos los numerop' impares entre. 
* • 0 y 8. ' ' - ♦ . 

' Cuando un niflo aprende a cohtar, recita' algunos de los 
primeros elementos del coftjunto N que nosotros llamamos,el 
conjunto de los numeros natural^ ; ■ • 

. N = (1, 2, 3, i^, 
Escrlbimos primero sufitiientes elementos del conjunto para 
llustrar la ley que obedecen y luego usaraos tres puntos que quieren 
decir, ."y asl sucesivamente* . Cuando al conjunto N le aftadi^os 
el numero 0, obtenemos un nuevo conjunto W al que ^ama^eraos el' 
conjunto de los numeros cardinales ; ** / 

• . W = (0, 1, 2, 3, 4, ...}., ^ 
- . Surge ahora una pregunta Interesante. ^Cdrao podrlamos des- 
cylbir un conjunto tal como el de todtfs los numeros cardlnales 
pares mayores que 8 y a la vez menores que 10? ^Gontiene este 
conjunto algun elemento? Tal vez no te incllnarfas a llamar a 
esto un conjunto, debido a que no hay manei^a de hacer una llsta 
de sus elementos. En matematlcas llamamos conjunto vaclo o' liulo 
al que no contiene elementos. Usareraos el simbolo ^ pai^a de- 
notar el c(^njunto vaclo, 

fvert^lai El cpnjuntb (0) no est^ vacloj contiene el 
0. Por otra parte, nunca escribimos- entre Haves el 
^ dfel; conjunto vaclo. 
^ Tal vez puedas pensar en m^s ejemplos de conjunto, vaclo, como 
el conjunto de todos los ni5meros cardinales entre - -y ^, 

Observa que cuando hablamos en t^rml^s de conjuntos, nos 
referimos m^s a colecclones de elementos que a los elementos 
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indlvieuales 'en si. ' Cleyjbos conjures pueden contener elementoa 
que tambl^n pertenecen a otros conJunj;o8. ■ Por ejemplo, considere- 
moB loB -conjuntos , . : . ' 

R « CO, 1, 2/3, ^} y S « (0, 2, 4,. 6}. \ 
Forma el conjunto T de todos los ni5mero.s que perteii^cen a bAIoob 

R y S, Por tanto . * " . ^ ' ; * " 

T = (0, 2, 4). ■ ■ 
Vemos que todos ios elementos d§ T lo som tambl^n. de R.* Declmos 
que T es un. subcoaJuhto de. R. , " ^ 

Si todo elemento del con^unto A pertenece al 
■ conjunto. "B, entonees A es un subconjunto de B. ,^ 
lEa T un subconjunto de S? > ^ j 

Gonsecuencla de lo anterior es que todp conJunto*es un su^ 
conjunto de si mismo. Oomprueba por tl^smo que (0, '-g-, 3, 4) 
es \m subconjunto de si mismo. Gonvendremos tanibi^n que el oon- 
Junto nulo, ^, es un subconjuntp de todo ^phjunto. / 

^ , ConJuniR> de problemas 1-1a ^ 

1. Hazuna llsta de los elementos del con Junto de 

(a) Todos los ni5meros cardinales impares del 1 al 12, in^ 
clfusive. . ' ♦ 

(b) Todos' los ni5meroj3 del 0 al 50, inclusive, que sean los 
cuadra,dos de niSmeros cardinales. ♦ 

(c) To-dos los nijraeros cardln^es de dos clfras, en cada uno 
de los cuales la cifra iFlas unidadeB es el .d^e de la 
cifra de las decenas. -'-^ 

' J[d) , Todos los nilmeros cardinales del 0 al 10, inclusive, ( 
que sean ralces cuadradas' de rolmeros cardinales. 
(e) Todas las ciudades en los Estados Unidos de America cuya 
PQj)laci<5n exceda de cinco millones. 
• (f) Todos los nilmeros mengres que 10 que sean ^ los ^uadrados 
■ de iWmeros cardinales. ^ " * ' 

(g) Los cuadrados de. todos aquellos nteros que sean -menores 
que ' 10. • ' / 
^ (h) Todos los*ni5meros cardinales menorefe que 5 y al mismo 
^ ' tiempo mayores que , 10. 



Dadod los" siguientes conjuntoa: */ . .> 

P, el conjx;ato de. niimeros cai?dlnales mayoi»es que. 0 y menores 

• ciu^ ■ 7; ' . ' ■ ' ^ . :^ 

Q;/ el con junto de mSm^ros natural es menoree ' q\Je -S: 
I^V el co^Junto de niltneios represeritados poa? los slihbolos en 
. iW^aras de.un *dad6j ^ . ' ^ ; 
el conjunto '(1, 2,- 3, 4, 5, 6]..*'' • ' 

(a) Haz upa lists de- los .^3%neh tog de cada uno-de los con- ' 
! Juntos rP, Q, R, ' ^ 

(b^- Ifesorl'be el obnjun*o S, * " v ' * . 

to) .XJsando como base aas contestaclones ,de^ (a) y ^ (b), de- 

- cid'e cu^ntas descrlpclohes de un con^unto se pueden hacer, 
Halla U, 61 conJuni;o de todps los n-umero's earfllnales del. 1 

■"'y inclusive. Luego halla T, el con^unto, de los cuadrados 
de to^s los elemeptos de^ ^U. Ahora halla Y*, el cpnjunto de 
todo^ Ijps niiraeros que pertenez-can ' a Wbos cpnjuntos, tl y T. 
(ilncluist^ al 2 \en el conjunto • Pero 1 g no es un ele- , 
raentb de T, de meneac^a que no puede perteneeer a ambos, U y 
T..) . iPej?tenece a' U' .todo elemento de. ^s |^V- un sub- 
conjunjto "de U? ^Es" V un subconJ.unto de T? jEs U un^ 
SuBbon^unto de T? * * ' " , " 

Volvgmos' al problema sea K". el conjunto de todos los n\5- 
nieros que pertenecen 'b.lfen a 4 T, o a los dos, U. . V T. 
(ilnclulst'e al 2 en el* conjunto K? Has hecho lo correcto, 
porque el 2 pertenece a U, por lo tanto, pel'tenece a uno 
de los dos qonjuntos, U o T, • Los Tiumei^os 1 y k per- 
tenecen a ambos conjuntos, U" y T, pero los Inclu^os s<$lo 
una vez en /K. ) ^Es K un subconjunto de U? * ^Es U un 
subcon^uipito de K? ^Es T un suboonjuijto de K? ^Es U 
jlun • subconjui^o dg. U? ^ . ' *■ 

Consldera los Vuatro conjuntos: • . ' 

• • • •• • A = XO} 

. B «=. (0, 1} . 
. ' • C = JO, 1, 2). • 

iCu^tos stibconjuntos^ dlf erentes se pueden construlr de los 
eieroentots de cada" unj^de estos cua^tro conjuntos? iPodr^as 
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dedr, sin necesldaa de escrlMrlos, ^cu^tos subconjufttos hay 

en el conji/nto ' ' : . *. 

..I> = .to, 1^ 2, 5}? . ■ 

Qu^'regia has-.clesc-ubierto p^ara contestar la pregunta? 



■ Vii conjunto puede cont^ner. cualquiei* n\Staero de^ elemphtos. 
iCu^tos elementos hay en el con Junto de todos'los numeros Im- 

pares entre 0 y 100? iPodrlas contar el numepo de estoa elfementoB' 
^Neaesitas C9ntarlos para determlnar cuantos hay?, . 

..iC^uahtos elemeniol' hay en el conjunto de Ips nymeros c^r- 
dinales que son multipios' de 5? (Un inultiplo de ' ^^es un Mmero . 
cardinal raultlplicado por 5- ) 6Puedes> co;ntar el nuraero exacto de 
elementoiS' en este corijunto? . ' ^ T 

. - Consldera un conjunto cuyos elementos se puedan cont^, aun" 

\cuando el hacerlo req\31era,una gran cantldad de tlempo y esfuerzo. . 

'Un conjunto como ^ste es el conjunto de todos los s4res vlvlentes 
en un Instante dado. Por otra parte, hay con juntos cuyos. ele- 
TOentos no Se pueden contar, porque su numero no tiene fin, - . 

Diremos que un con junto es ftolto si se puede contar ei 
numero exacto de* sua* elementos, o si dlcho • con junto es el e^- 
jupto nulo. t>e otro modo, lo llamaremos un con junto Infinite^ 
Dec'imos que xxx). conjunto. Inflnito cdntlene un niSmero Infinite de 

elementos. * " * . 

/ Algunas, veces un con junto fln^to puede contener . tantos ele- 
mentos que es preferlble. abrevlar la llsta que se haga de ellos. 
Por ejemplo, se puede escrlblr el conjunto E de todos los n\Smeroa' 

pares entre 2 y . 50 como ^ • . 

E = (4, 6, 8, 48). " \ ' 

• * *" 
. \ . Conjunto de problemas 1-1b 

Cu^ntos elementos hay en cada uno de los sigulentes conjuntoa? 

a) El conjunto de todos los, niameros cardinales del 10 * al 

2Y„ Inclusive. . " > . 

(b) El conjunto de todos los n\3meros Impares entre 0 y 50. 

(c) El conjunto de todos lo^ iin5ltlplo3_, de 5. "* , 

(d) El conjunto de' todos los miSltiplos de 3 entre 0 y 99» 
* Inclusive. ■ 
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(e) El con Junto de todos los ra^i^los de .10 * entre 10 y 

* 1,000, inclusive. v'j. . 

.Claalfica, como flnlto o Inf Initof^ciicla uno de los siguientea^ 
conjun'toa: . • . ' '•. . 

'(a) Todoa los nilmeros naturales. 

(b) Todos los ouadrados de los niimeros naturales. > 

(c) Todos los .ciudadanos .de los Estados Unidos de America. . 

(d) Todos los numeros. naturales menores que un >illdij. 

(4) Todos los numero9 naturales mayores. que un bllldn. ' ** 
Bados aos Gonjuntds S= {0, 5, .7,* 9) T T'= [0, 2, 4, 6^ 
.8, 10}. ■ . ' > 

(a) Halla K, el ^onjunto de to<^os l^s numeros que pertene- 
cen a ambds" - S y T, ' ^Es K un sub con Junto de S ? • " 
iDe T? iSon S, T, y K flnltos? - 

(b) Halla M, el conjunto de todos aquellos niimeros que perten^ 
cen b^Len a S, a T, o a los dos. (Un misino njimero no 

se Incluye mds de una vez en un con Junto. ) ^Es ' M un 
subconjunto de S? ^Es ;T un suljconjunto de M? ^Es 
K flnlto? . , . , 

(c) Halla R, el subconjunto' de M, que contenga todos los • 
. nyinerps impares que hay en M. ' ^De cudles otros de 

nuestros conjuntos es ^ste un subconjunto? , 

(d) Halla A, el subconjunto de R, que, contenga todos los 

. mlembros de M <iue sean m\5ltlplos de " 11. ^Has encon- 
trado que'^ A no tlene elementps? iC6mo llamamos a este 
conjunto? • " * ? 

(e) ^ ^Son los conjuntos A y K el mlsmo conjunto? SI no, 

ien qu^ dlfleren? * "* 

(f) Bas^dote en tus experlenclas con los problemas anterlores. 
iI)odrIas llegar a la conclusldn de que ;Los . subc op Juntos 

de conjuntos flnltos son tambl^n flnltos? 
Usando como referenda la 'deflnlclon de imaltlplo de 5 ' qufe 
dlraos anterlomente, define un numero cardinal par en t^rmlribs 
de mujtlplos. '^Es 0 un numero par? 



1^ 



1-2. La recta numlrlca . . , - , 

* /a1 estudlar la arltm4tlca,^ etapezaste a usar los niSmeros para 
cont»r;,mas.tarde lbs 'consideraste corad slmbolQS, aparte de su uso 
'para cciitar. TrabajCste tembi^n con puntos en escalas o Ifneas, ; 
como por ejemplo eri lAna regla o en termometro. Suponte que ' 
'ahora aso(?ieraos numeros con'pmtos.en uxia recta. ^ ' * 

Primers, t^razaxnos una recta conslderahdola como un conjunto ^ 
de puntos. , iCuantos puntos?* . C:^ertarafent^e, hay uri. n^imero ^Inf inlto 
•de ellos. Vamps a asociar algunos 'de.estos puntos con numeros,. en 

la sigUlente forma: ♦ . » .. , . ' ' 

Escogi dos puntos dlstintos en una llnea y marca el punto de 
la izqulerda con el skmbolo 0 y el de la derecha con^ 1. 



lO 



Usando el .Interval© entre estos dos puntos como unldad de 
medida, y erapezando eiiel punto que asociaste con el 1, locallza 
puntos en la recta, a Intervalos Iguales y hacla la derecha.^ Sabe- 
mos queeste proceso no tlene fin, aun cuando no podemos contlnuarlo 
ra^s alia del margen derecho, de esta, pagina. 



— r 



Marca ahora est*o a puntos, de izqulerda a derecha, aslgnindole 

. a cada nuevo punto el n^mero cardinal que slgue al del punto 
anteidor. Lai llnea se vera as! : 

*• -r- - r^. ; f— 2^ S 

• ^ Observa que cada nfero cardinal va seguido a su derecha por 
su sucesor. ^Cual es el sucesor de ^05? ^De ^ JOOOOOOO^? Seleo- 
clona un numero natural tan grande como puedas imaginarte. ^Tendr^ 
. este ni5mero un sucesor? Formula una regla para hallar el sucesor 

de un numero natural. iQ"^ lmpllcaci©nes conlleva esto? Una es 
* que, como todo numero natural tiene un sucesor,.' no pued^ haber uno 
que sea el mayor -de todos ellosj pdr lo tanto, el conjunto de los • 
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niimeros naturales 'as, infinite. 

Cercior^monos de que entendemos que todo ni5mero 'cardinal estd 
ahora asociado con* un pun to de- la recta lliraitada y que todo j)unto 
hasta ahora localigado en esa recta est^ asociado con un numero 
cardinal* Esta coi^aspondenciu entre conjuntos de numeros y con- 
Juntos de purjtos en una recta es una idea que- usaremos muchas 
•veces durante el curso. •* . • " 

^ En >la recta donde ^marcaraos. puntos con numeros cardinales 
tpodemos seguir marcando otros puntos dividiendo los in-tervalos 
*en raitades, -tercios, cuartos, etc. , para ^bfener- ^ . ' - * 



«tc. 



4— etc. 



2 

2 



± 

a 



1 

2 



2 



2 

4 

2 



2 



3 

2 



2 



etc* 



S 



1 



2 



3 
T 



. 4 



7 



3 
f 



10 

T 



I I I I 



— \ . \ I 1 — I l-«*c 



0 

& L 2. 1, ± 1 §. 1 



2 

1 2. 

4 4 4 



10 11. 12 13 
4 4 4 4 



etc. 



donde^se puede ver un conjun to 'interminable de rectas ' dividldas 
en intervales, a su vez subdivididos sucesivamente en mas y mis 
parted. ^ . ^ 

Coloquemos todas estas subdivisiones en una misma recta. 
Los puntos asi determinados corresponden a algunos de los ele-. 
mentos del conjunto de numeros que llamamos numeros raclonaljes. 
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V / I }\ \ »1 .1 H Ml I I" Ml I i' 1 

^ V 0 ^ . 1^ '2 3 



Mc 



t ^ • 



I i 4 i ■ i i I J t I * 

•...)■;'"'••■ 

A una recta "en la cual marcamos, como acalaamos de hacer, puntos 

» if , 

con numeros, la llamaremos recta num^rlca* ^ ^ numero asoclado con. 

un pwii;o 1e llaraareinos la coordenada del punto. ; . / ... 

• Vgmos a repasdr ahora lo que entendemos por unia "fraccidA". , 

Observemos ^ue la coordenada del puntp que corresponds al 2, en 

1% recta rium^rlca, tlene nombres dlferentes: 

i i S etc ■ ^ 

Cada uno *de estos slmbolpe es una fraccldn y cada uho' es un nora- 
bre dlstlnto para el raJramo ni5mero 2, El numero que llaniamos 
"2^" puede ser repre sent ado -tambl^n por medio de frac clone s : 

J^, etc. Tambl^n poderaos representst^- el numero que 

iramainos ".6" por medio de^: ^ -^^Z etc. En 'general en ten - 
dereripDS por una fraccidn un s^mbolo que Indlca el coclente *de dos ■ 
niSmeros. , 

Llamamos numero raciongil a un jj^e'ro que se puede representar 
por medio de una fraccl6n que Indique el coclente *de dos numeros 

* * * 1 3 ♦ TO0 1 

cardinal es ^ excluyi^ndo la division por 0. Asl, 2, 2p v6, ^, -yf- 

son ejemplos de ni5meros rationales* Mas ^'tarde estudiaremos nu- 
meros raclonales que correspondent a puntos a la Izqulerda del 0 
en la recta num^rlca* Veremos tambl^n que no todas las fracciones 
representan numeros raclonaleSj pero, pbr deflnlcidn, todo mSmero 
raclonal tee. puede representar por una fraccldn. Representa los 
slgtiientes. numeros racionales por medio de fracciones: 3^* 7, 
5. 5," 0.., C ^ ^ . ; 



is- 
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Los dejbajlles itnportsoites que debes recordar son los islguientest, 
. tJn numero raclonal se puede- representar pdlr una fraooidn. 

(iDebe eatar slempre repVesenfcadd por nana Ifraccldn?) 

(2) El conj^nto de-los niameros cardinales es un. sub con Junto, 
del conjunto'de los nilmeros racionales: esto es, todos 
los numeros c&rdlnales son numeroW* racionales, (iSon 
numeros cardlnales todos los ntSmero%. racionales?) • 

(3) Hay muchos nombres posibles "para iln mismo niSmero, 

, C^) * Tenemos un procedimiento para J-'ocalizar en 1|L recta 

nura^rica • el puntq correspondiente *a cualquler numero ' . 
raclonal dado; esto es^,* a cada "elemefitp del conjunto de 
" > numeros raclonsiiep le correspontle un punto en la recta 

iium^rlca. * ♦ ' * , 
■ Pen sards que en el proceso de asignar numeros a puntos, se 
agotardn los puntos. jEgt^remos seguros que entre dos puntos* 
cualesqulet»a, sea cual fuere su pj'oximidad, h-ay otro-<5iunto? » 
Podemos contestar esta pregunta para puntos que correspond^n a 
numeros raclonalAtfV de la siguiente forma;* Escoge dos de^ estos ^ 



puntos, pjor. ejemplo, los puntos cuyas coordenadas sean j 'y ^ 
Sabemos qtae w- tiene los nombres: 



tiene 



1 

5 



2 3^ 



los nombres: 
1 

y- 2" es un numero entre 
de estos numeros a 



5 6 12 
> f^-j 



2 3 4 8 . 
etc, Entonces un numero entre 



1 



9 .10 



u 



^ y 
11 



12 



J, 
£4 



t4 



Se puede escogar como uno 

* J* 



I I i i t 



JL 
li 

t4 



I 

It, 

I 

i 

it 

ft4 



etc. 



AbI, los puntos cuyas coordenadas son ^ estan entre!' 
los puntos' con coordenadas j y ^. ^ y 

Este procedimiento de locallzar un punto entre dos puntos ^ 

Jiaiaando un numero entre dos numeros se puede llevar a cabo con 
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♦ -11- , 1-2 . 

« t 

doa puntos cualesq-ui'pra no importando su proxlmldad., Esto nos 
.muestraf no solamehte que hay uYi gvm numejro. de^'ptintos entrfe dos 
puntos pualesquiera, sino que el n\imero de- ellos es Inf Initcxi" " ' 

ifiiora es tamos 'seguros de que todo nuraero racionm corresponde 
a \xn puhto en -la recta num^rica* ' ^Crees que cada punto en la recta 
nufa^rica (a la deWcha #1 oero) <5orresponde a un numero i'aclonal? 
En otras palabras, ^crees* que podemos marcar cada punto a la dere- 
cha del 0 " con un Tiuinero racl^nal ^ « ^ 

■ . ■ La^contestacidn a esta pregunta, aunque'tfe asombre, es "No". 
. Mas tarde demostraremos esta ase,veraclon, y pronto asociareifcs 

numeros con puntos a >a Izquierda del 0. Mi-eptras tanto, vamps a 
' sSponer que todo puntp a la der.ecka del 0 ^i^en^ una coprdenada* 
num^rica, aun cuandc algunos de estps ntlmeros'^ gean raclonales^ ' 
Resuml^ndcTlas aseveraciones anterlores:^ Existe un/mimero 
• , inflnlto' dd puntos en la recta numerica. Hay tambi4^J un. rtGmero ' ' 
, infinite de puntos cuyas coordenkjaas son numeros raQionales. Por 
cierto, hay un numero inf ini^t^, de puntos entre cada par de puntos 
en- la recta nuiflerica. Aunque-sdlo hayamos vlsto esto para pyntos 
cpn coordeWd^is raoionales, ello es cierto tambien para todo s los 

puntos. ' . ✓ / 

En los capltulos 1 al 4 nos^ ocuparemos del conjunto de ni3- 
meros que conslste en 0 ^ todos los numeros Qorrespondientes- a 
puntos a la derecha del 0. Cuando en estos capltulos hablaraos de 
' "numeros" de la aritm^tica nos referlreraos a numeros de -dic^l^cPn- 
junto.' " ^ . ' • * ' ' ^ 

T ^ ^ Conjunto de problemas 1~2a> ■ ^ . 

1. iCu^tos ni5meros hay entre 2 y 5?^ ^Entre y -^^X 

Escribe dos numeros que se encuentren entre 2 y 3]. entre , 

2 ■ 3 " . ■ ' ' 

w ^ w , . . 

2. En la recta num^rlca, indica por medio de marcas obscuraa 
aquellos puntos cuyas coordenadas son; 

(a) ' 4' |'~""f^' I' "T"- . 

(b) # Numeros racionales representados por fracciones con 5 
/ > 1 1 20 

como denominador, empezando con ^ hasta llegar a 
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: (c) 0, 0.5;^ 0.7, 1.1, 1.5, 1.-8, 2, 2.7, 3*5, K ^.1. 
(d) iCudles ae»los simbolos q\ie aparecen en (a) y (c) no 
^ , son fracdpnes? iCvidles de . Ips slmbolos en (a), y , (c) 
,representan n\Smeros raclonalea? • " 

3. En el problema la " coordenada del punto asobiado con 

podrla teriBT otro nombrej a eaber, el nombre habitual tie un 
numero natural* 6Cudl serjCa ^ste? iPue'des escribir otros 
cuatic^o nombres del jiumero que slrvan como ooordenada de este 
purito?- . • . . * . ' * 

k> Escribe sels norabres para la-coordenada del p^nto asoclado 
con if ' , 

5. Veift^s que en la reota numerlca algunos puntos est^ a la 
derecha de otrop,* alguhps a la JLzquierda de otros, y algunos 
entre otros. ^ iDdnde est^ localizado el punto cuya coordenada 
es- 5.5 en relacldn al. punto cuya ^ordenada es 2^ ^CJual ^ 
es Ql mayor de 3^5 y 2?. ^Ddnde estd locallzado el punto 
cuya coordenada es 1,5 con relacicSn al punto cuya " coordenada 
es 2? ^Cu^ |s el mayor de I.5 ^y 2? 

6. iEntre qu^ doa'nuraeros cardlnales consecutlvos se halla II-? 

lEa mayor que ,3.1? ^Estd el punto cuya coordenada es ^ 

locallzado a la Izquierda del punto cuya coordtfhada es 3.2? 
iEntre qu^ dps ni5ineros, expresados en d^clmas*, esti 

7. iOwe puedes d eclr ac erca de un conjunto S ■ de ndmeros car- 
• dlnales que tenga las ^slgulentes dos car^ctel«lstlcas? 

(1) ' 2 es-un eleraento de S I ' . 

(2) el sucesor*de cualquler ntlm^ro que pertenezca a S tam- 
bl^n perteneae a S, ' 



VolvaraoBi .a la idea de un conjunto de nuraeros y representemos 
un Qonjunto en la^ recta numerlca. Por ejemplo, cada element© ciel . 
conjunto ^ . ? 

A = {1, '|, 5, 5) ' \ 

es un w5mero asoclado con un puntb en la re^it^i numerlca. A este 
conjunto de puntos asoclados le llamamos la grdfdca del conjunto A. 



Indlcamoe los puntos de la graflca con marcas blen obscuras: 



r 1-2 1^ 



-H * 1—4 Ir 



5.* 4- 9- 6 



Asl, la graflca de un conjunto de nuineros es el conjunto de puntos 
en la recta num^rica cuyas coordenltdas corre^jjond^ 'a los niimeros 

,del conjunto, y sdlo esos puntos. ' 

» Observemos de paao que las grdflcas del conjuntoi de los- 

,n\Smeroa nat\fl?ales y del conjunto de los numeyos oardinaleS son: 



0 



4 — ¥ — -4 — 4— •Hs 



I 2 3 4*5 « 7 



4w 



En estos diagramas venios inmedlatsunente qi^e N es un subconjunto 

, A continuacidn aparece la graflca del cpnjunto de Ids nxlmei^s ^ 
cardinales pares asl como la del CQ*i junto de los n\STne2X)s caydinales 
Impares s 



I 



1 



PARES : ^ » 1 ^ * — 7—4 1 1 *— ttp. 

0 I 2 3 4 6. « 7 

IMPARES — * ^ ^ » ' — — « f— ttc. 

0 > . 2 3 4,56 7 \ . 

Con Junto de problemaa 1 -2b 
1. Dados los. conjuntos S = (0, 5, 4, 7) *y = (0', 2, 4, 6, 8, 10). 
\ (a) Halla K, el conjunto 4e todos los numeros pertenecler>tes 

a arnbos S y y M, el conjunto de todos aquellos 

niXmeroB que pertenezcan a a T, o a los dos. 
(b) Traza fcuatro rectas num^rlbas id^ntlcas, una ^ebajo'de la 
otra* En rect^as consecutlvas indica las gr^flca^a. device 
conjuntos K y M« 
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\ (c) ftVes algun procedimiento que te permlta obtener las 
grdficas de K y M* de las grdficas de S y 't? 

2. Considera los. conjuntos A= 10/5, 7, 9) y B = (l, |-, 8, 10), 
■ (a) Traza dos rectus num^ricas id^nticas, una debajo de la 

^ otra* e indica en ellas las graficas de. A y B, 

(b) Si 0 es el conjunfco de los numerog qufe pertenecen a 
ambos A y Bj ^qu^ Infleres aobre el cohjisinto G, al 
estudjl'ar las. gi»df leas de A y ^? iCdrao se llama este 
ponjunto? * , \ 

3. .Todo conjunto flnltd ^tiene la propli^dad de poder ser apareado 

. en fomia blunlvoca con un Gonjunto flnito de nuraeros naturales. 
Por ejemplo, el con Junto de todas las letras del alfabeto" 
ingles puede ser apareado en forma blunlvoca con el conjunto 
* de los primeros 26 numeros naturales. ' • * 

1, 2, • 5, • 4, 26, 



a, ' ^"b, c, d. 



» . . , 



Un conjunto Inflnito, sin embai*go, no p^de ser apareado en 
: forma blunlvoca con un conjunto flnito. -Pero si tlene la 
sorpreridente propledad de poder ser apareado en forma* bl- 
unlvoca con los elementos de algtin subconjunto proplo - de si 
mismo, (TJn subconjurito proplo de un conjunto es^urio que no 
cbntiene todos los elementos del conjoin to» ) iC6mo se puede 
apftrear^ en forma biuklv6ca, el eonjunto de los n^raei^os car- 
' dinales (que es Inf inl^bo ) con el eonjunto de todos los mul tip- 
ples de 3 ^^^^ ^® subconjunto proplo del prlmero)? 



1 -3. Suma multipllcacJb6n en la recta num^rlca 

Hemos vista como se pueden representar conjuntos de numeros 
en una recta num^rlca./ Vamos ahora a usar la recta n^Am^rlca para 
representar la suma y la multiplicacl<5n de numeros, 
Recordemos primero* que , . 



es xjin simbolo para un n\lraero',que se obtlene sumandole 3 a 5* * 
Esto se puede interpretar como moverse en. la recta num^rica desde 
0 hasta 5 y desde este punto moverse tres unidades hacia la 
derecha, localizando as! el puntp cuya coordenada es 5*+ ^. 

, . -r — ^- — 1 — ' 



, y. 1 1 1 4 1 h • \ 1 

.0 I 2 3 4 5,, 6 7 8 . , 9 ^ 10 ^ 

Tomemos otro ejeraplo: ^vamos a hallar , 

• 5 + 5 ' 
en la recta num^rica. Nos ttovemos desde 0 hasta 3 y luego 5 
ynidades mds hacia la xierecha, locallz^do as! el punto cuya coor- 
denada es. 3 +.'5* ' • . 

345 



1 



•0 12 3 4 5 6 7 8 9 

Como podemos ver en los dlagramas, estos dos procedd.mlent;os para - 
siimar son dlferentes; aun cuando terminar^ en el miBino punto. *Esto 
es, "5 + y y "3 + 5" son slmbolos dlstintos para el inisii|o niimero 

Tal vez.nos preguntemos si la suma ea slempre poslljlie en la 
recta num^rlca. ^Sera la suma de dos ntlmeros raclonal^s jpuales- 
quiera en la recta ftum^rica un niimero raclonal? Te suge^mos que 
plenses sobre esto cuidadosaraente, ... j 

. El'procedlmlento para multipllcar dos m5meros natura3.es en 
la recta'^'num^rica es parecido al que usamos para sumsgp sl'l recor- 
damps que, por ejeraplo, . ' , 

■3x2^ * ' ' - ■ ' 

es un slmholo para representar el niimero que se obtlene ai tomar 
el 2 tres veces. como sumando. En la recta humeri ca se Interpreta 
esto tomando el segmento entre 0 y. 2 como unldad de medlda y 
movl^ndose hacla la derecha del 0 - una distancia Igual a tres veces 
dlcho segmento, ■ As! localizamos el pun to cuya coordenada ■ es 3x2. 



1-3 / ; -16- . V 

/ , 3X2 



I n — I ^ — — H — 




0. f - 2 3 4 5 7 * 

- Conslderemos otro eiemplo; " - ^ • , 

, ' " ■ ■ ■• ■ 2>^5 ^- , .■ "■ ■ 

un slmbolo para el niimero que se ototlene al tomar 3 dos veces 
'^orao s-umanclo. En la. recta num^rlQa tbmamos el aegmento* entre 0»> 
y 3 como unldad de medlda y nos mov«nos hacia la derecha del t) 
una distancla igual a dob veces dicho segmento. El punto termlnsuL - 
tlene la coordenada 2 x 3. / 

2X5 



-I 1 — —I- 1 — — »- 



I 2 3 4 5 6 

CoiQo podemos ver en los diagramas, estas dos multlpllcaclonea en 
^ la recta numi5rlc*a son dlstlntas, pero en ambos casoa se termlxia 
en el mlsmo punto. * : 

' * Conjunto de* prpblemas 1 -3 

1, ' Efectiia las slgulentes operaciones en la recta num^rica: 

(a) 4 + 6 . . (d) 5 X 2 * • 

(b) '3 x 4 \ (e) J + 35 ^ , \ 

(c) 0 + 0.8 / (f) 4 X 1 ' 1 >^ 

^. Describe un procedimlento para reatar nuraeros en la recta 
' num^rica. Aplica dlcho procedimlento a 

(a) 6.-2 . ' (b) 7-3^ '♦(c) V8 | ' . 

*3» Bi^deinos representar la niultlpllcacl<5b de niSmeros raclonales 

en la recta num^rlca de la algulente manerat Conaldera 

x^", que es un simbolo que representa dos tercloa de ^ 
En la r«cta num^rica se divide el segme^^to entre 0 y ^ en 
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4. 



'6. 



*7. 



-17- 



■1-3 



tres partes Iguales y se localiza el punto que correaponde al 
extremo derecho de IIS^ segunda parte. •• 



— 1- 

•0 



14 — 



Efectua las7 siguientes operaclones en la recta num^rlea: 



(to) 



5v 2 



iSera Impar la -aui^a de dos n\!Hn^rps li^ipare^ ^jual^squlera? / 

pa un e'^emplo. ■ . • • ; " ' 

iSera 'litrpar el producto de c^a numer^a liapares cuales- 
^ , qulera? - Da un ejemplo. 

Cpnsi'deva el conjuito ^. T = {i, 2, jV'^). Si sel'ecclonainos;^, - 
cueuMfluler elemento de -este corijunto y le sumamos cualquiej*:-- 

^^o elemento d^l con junto (inclxiyendo el sumarlo ^^oJ^s^^^Kf';;" 
mismo), icual es el con Junto S -*de todas las poalbles Sumas-? 
iEs S un subconjunto de T? ^ . * . ' 

Qonsidera el con junto Q = {0, 1)'. Elig6 cualquler elemento * 
de Q y multlpllcalo por cualquier §lemento de <i, inclujendo 
a ^1 mlsmo; ^Cudl es el ^on junto P de todoa::lo8*poBible& . 
productos? iEs P un subQenjunfo de ' Q? ' . , . ^ 

Considera el con junto Q= {1, 5, 5*,^ 7, 9, Gomo en el ' 

-'caso'.del problema 6, haz una lista de todos los productos que 
se obtlenen al" multlplibar- cualquler elemento de Q. por cual- 
quler elemento de Q. Obtendrds en esta forma el con Junto 
P = (1, 3, 5* '7*. 9* ^1 cual es un- sub con junto de' . 

E^tfa propledad de los nilmeros Impares- se deacrlbe dtclendo que 

.el conj^nto Q es "cerrado reapecto de la^S^tlpllcacidn", 
En general al se ef ecttla cierta operacl<5n con todps- loa pares 

'd^ elementos de un con Junto' dado K y^obtenejnos comp resul|;ado 
un -con junto P que sea un subcon junto de K* ento'nces decimos 
que ^ es cerrado reapecto de dicha operacldn. • ^ 

"(a) iEs ei eon junto Q cerrado reapecto. de* la auma? » 
Cb> 6Es el con junto de.los n^meroa parea cerrado reapecto de 
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ia 5uma? ' iY respecto de la operacion de hallar la media. 

• aritm^tlGa? ^ ' : . " " * . 

(c) iEs el conjunto -de los niSmeros cardinales^cerrado rev 

* pecto de .Isk suma?* respecto de la multlplicacldn? 

(d) . iEs el con junto de^-los nunreros racionales cerrado res- 
""\ pecto de la sum^'? ^iY respecto de la niultipllcacldn? " 

*8. " (a) Itescrlbe un con Junto que sea cerrado re^^ecto de la 

operacidn, '^dos veces e.l product©" » . • * 

► (b) Describe un conjunct© que sea cerrado respecto de la 

I operacion "dos T6ces el producto mds uno".- ^ 
Resume las ideas Importantes de este capltulo, ' , 



1 
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' . Capltulo 2 , 

NUMERALES "? VARIABLES . 

». * » . ' , ■ ■ . • . 

2-1.- Numerales y fraaes num^rlcas - 

Gran parte de tu vlda Xa. has pasado ieyendo, eseriblendo, 
hablando de, y trabajando con roSmeros. Has usado tambien muchos 
nombres dlstlntos para un mlsmo nuraero. Algunos n-^meros tienen 
uno .o mds nombres corrlentes que son usados con mi^. frecuencia al 
ref erimos a ellos. Asl, el norabre corrlente ,para el numero cinoo 
es "5" y el de una gryes^ es "l44". 'Los nombres oorrientes del 
n\Jmero,racional un medio, son y "0,45". Vn problema de arit- 
m€tlca puede conslderarse c^mo el problema. de halla-r un nombre 
corrlente para un" numero qu*6 estd expresado de alguna" ot^ fonpa. 
Per ejemplo, en la arrtm^tlca encontramos que 17 por 25 es-el 
numero 591* 

Los nombres de los n\lmeros, en contraste con los riiimeros ,mis- 
mos,v3e llaraan numerales* Por ejemplo, dos numerales que repre- 
sentan el' mlsmo n\!imero son: la suma ' Indlcada^ "4 + 2" y el pro - 
ducto Indlcado, "2 x 3", El numeral representado en cada caso es 
6 y pleclmps que "el nilraera 4 + 2 es 6", "«1 n\imero 2x3 es 
6", y" que "el n\Jmero .4 + 2 es el mlsmo que fel raimero\2 x 3". 
Estas • aseveraclones*pueden abreviarae asl: "4 + 2 « 6", ^2 x 3 «= 

y "4 + 2 = 2 X 3". El uso que aqul damos al slgno de Igbial- 
dad llustra su uso general con numerales : Un slgno de ^.gualdad 
entre dos numerales Indlca que taies numerales representan el 
mlsmo niimero, . ' 

Algunas veces, necesitaremos encerrar un numeral entre par^n- 
tesls para*hacer claro quese trata realmente de un numeral. Por 
conslgulente, convlene conslderar el-slmbolo obtenldo al encerrar 
entre par^ntesls el numeral que representa un nToraero dado como 
otro numeral para el mlsmo n\5mero. Asl, /'(4 + 2)" es otro numeral, 
para 6 y podrlamos escrlblr "(4 + 2) = 6". Para abrevlar, fre- 
cuentemente se sustituye el slmbolo "x" de Ta multlplicacldn por . 
un punto .Por.lo tanto, Vz x 3" se puede escrlblr como "2 - 3' 

Para abrevlar tambit^n, acordamos que ^al colocar dos numerales^ uno 
al lado del otro, Indlcamoa un producto. Por ejemplo^ "2(*7 - 4)" 
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se Interftreta lo mlsmo que "2 x (7 - ^)"» Observa, sin embargo, * 
flue "25" es el nombre corrlente ya estal^lecido para el n\5mero 
veintitr^s y no puede entenderse como el producto ^ndlcgido "2 x 

^Otra exc§pcidn,serla "2^" que qui ere decir"2 + ^" y no "2 x^". 
Sin wnlJargo, podemos escribir "2(3)" 6 "(2) (5)", en vez de ".2.x, 5" 
Igualmente podemos sustituir' "2 x ^" por> "2 • -jf" d "^i-j^Y', 

Considera la expresidn "2 x 5'+ ^Es ^sta^un numeral? 

j/kl vez est^s de acuerdo con que lo jesj puesto que 2" x > = 6 y 
)cfor lo tanl^o , / . 

2 X 3 + 7 = 6 + 7 = 13. 
Por otro lad9,. otra persona podrfa pensar que,, como 3 + 7 =; 10, 

<• ^ ^ X 3 + 7 = 2 X 10 = 20. 

Varaos a examlnar esta expreslcSn con mds cuidado. iCdrao la lefimos? 
1^6 numerales coniprende? Obviamente, "2", "3" y "7" son nurae- 
rales pero, 6^^^ podemos decir de ."2 x 3" y "3 + 7"? Es cierto 

■que "2 X 3", como un producto indicado, y "$ + 7", como una suma 
i'ndicada, son numerales. Sin embargo, en la ejtpreaidn "2x3 + 7" 
si "2 X 3" el un producto indic^ido; entohces "3 + 7" no guede set 
una suma indicadaj o, si "3 + 7" es una sumfi indie ada, entohces 
"2 X 3" no puede sgr un .pf'oduoto indicado. Por lo t^to, a fait a 
de infomiacidn adicional para decidir entre estas altemativas, 
deciraos que Ja expresidn "2 x 3,+ 7" nP realmente un numeral, 
ya que no representa un n\5mero definldo. Otra expresidn en la 
que surge el mismo problema es 'IIO -5x2".' Para evitar con- 

'fusl6n en expresiones de esta clase, convendreraos" en que cuando " 
no .se indique otra cosa, se efect\ja primero la operaci6n de mul - "* 
tiplicacicSn y luego las de suma 2^ resta . En o.tras palabras, 
"2. X 3 + 7" se leerd tomando a "2 x 3" eomo un pro(^cto indioado, 
de manera que. 2 x 3 + 7 « 15. Igualmente, "10 - 5 >< 2" se leera 

• tomando a, "5 X 2" como un producto indicado, de modo" que ^• 
10 - 5 2 = 0. , * 

Los par^ntesis tambi^n pueden utilizarse para indicar como 
deseamos que se lea una expresldn. Tendremos- solamente que en- 
cerrar en par^ntesis aquellas partes de la expresidn que ^eben 

^tomarse como un numeral. ' Asl, en el caso de "2 x 3 + 7^* pode- 
mos escribir "(2 x 3) + 7" si queremos que "2 x 3" sea un numeral 

■y "2 X (3 + 7)" si queremos que "3 + 7" sea un numeral. otras 
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palabJcas, se efectiiati prlraero las operaciones Indlcadas dentro 

del parenterals. Deberds hacer uso de* par^njesls puantas veces 

sea necesarlo, para evitar toda duda en cuanto a c6mo se debe leer 

una « expresidn. ' ' • . 

■EC slgwiente ejemplo llustra otro caso en el cual es nece- 

sarlo l^legar a un acuerdo sobre c<5ino se debe leer una expresidn: 

• . 5(6 - 2) 

. , «. • . 13 - 3 * • , 

Se sobrentiende^u€ las e^cpresiones ool<yca4as sotire y debajo de 
4 ,1a raya de la fratecion deben tomarse como numerales. Pop lo tanto^ 
la expresldn es un cocl^te lijdlcado de las p^uineros 5^6 - 2) y 

* Con Junto de problemas 2 -la | ' ' 

.'1. Escribe otros sels numerales para el njimero 8, ^Cuidintos 
numerales, hay para- el nuraero 8? > 
2. Comprueba si los numerkles representan el ralsmo n\jmero.ieb 
cada uno de los sigulentes : , 

(a) 2 + 4 X ^ y 22 ; (e) k + yx 2 y (4 + 5) x ^2 * 

(b) (2 + 4) X 5 y .50 (f) (5 + 2) + 5 y X + (2 + 5) 

(c) 3 X 5 - 1 y 6 (g) 1^, - X 3 y 2 • 

(d) 2x5 + 1 y (2x5) + i Ch) (4+.|)+^ y ^^.+ (| + ^)• 
5. Escribe un norabre .corrlente para cada numeral : 

.(a) ? X 5 + 7 ■ (g) |-C5 + 7 X 5) 

, : .(b) 2(5 + 7) \h) 4(5) +1 

(.c) c4 + i5)(2 + 5) ' (i) : ^ 

* 

• "(d) 2+5(5 +1) U) ^'^ - %^ ^) 



(e) (8-3)6+4 . (k) ^ 

1 

1 - 



8-5 

(f) 4 + 15(2) + 5 • (1) ^ i 

1 



Expreslones tales como "4 + 2", "2 x 3", '*2(3 + 7)" y 
"(l - ^)(''^ +»^) - 5" son ejemplos de frases num^rlcas. Cada una 
de.ellas es un numeral forraado jpor numerales mis simples. tJna 
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fyaae num^rlca es un numeral . dacto'>ediante una expresidn .que com- 
prende otros numerales, asl como tanibi<^n ?ignos de operacioneB. 
»Es necesarlo recalcar que una frase ijiumdrioa, tiene que represen- . 
tar un»n\kie]X)5 es declr, tlene que ser un numerall Por lo tanto, 
una expre8i<$n carente de senjiido 'como lo es "(3 *) x, (2 +)-", no 
ea \ma frase, num^rlca. Adn l^xpresldn "2 x 3 + 7" no es una 
frase num^rlca si no tomamos en conslderacldn^l acuerdo de hacer 
la multlpllcaci<5n antes que la suma. / . 

Las f rases num^ric.a3 se pueden combinar para formar enun - 
ciados num^rlcosj esto es, enunclados con af irraaclqnes sobre 

nximeros, Por ejemplo, ' ^ ^ . . ' . 

' 2(3 + ?>=.(2 + 3H4''+ 0) ^ 

es un enunclado que aflma que el ni5mero representado por 
"2(3 + 7)" es el'misffto que el representado por. "(2 + 3)(^ + 0)". 
Se lee, ''2(3 + 7) es Igual a (2 +*3)(^ + 0)", y fdicllmente 
puedes verlficar que. 4ste es un enunclado clerto. 
Consldera el enunclado, , ' 

^ (3 + 1)(5 - 2) » 10. ^ 
Este afiiroa qus el n\5raero (*3 + l)(5 - 2) es 10. <,Te preocupa^ 
esto? -Tal vez te preguntfes c<5mo 'pupde ser posible que el autor 
haya cometido tal error de,aritm4tlca, porque cualqiJlera puede 
ver que (3 :f l)(5— 2) /es> 12 y no 10. Sin embargo, 
"(3 + l)(5 - 2) = 10" sigue siendo ,un enunclado a pesar de ser 

falso, . < 

El dato Importante acerca de un enunclado con numerales es 
X que sea cierto o falso, pero no arabas cosas. Gran parte del tra- 
bajo, en dlgebra conslste en decldlr pi son o no clertos algunos 
ertunciados que cont^enen numerale^. 

* Conjunto de problemas 2^1b 

m". Determina cudles de los siguientes enunclados son clertos y 
cudles son falsos; - 

(a) (3 + 7)^=3 + 7(4) (e) = 7 + | 

(b) 4(5) + 4(8) = 403) (f) + 4 - 3 = ^ + (4 - 3) 

(c) 2(5 + !•) - 2(5) + 2(i) j(g) 5(7 + 3) = 10(^ + '1) 

(d) 23 - 5(2) = 36 (h) ^^^"^(2) 
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(1) 3(8 + 2) ^*6x 5 (k> 3 + 7(9 + 2) (3 + 7)(9 + 2). 

'•(jy 12.+ (2 X 3) = 12(9) ' •/ * ■ , ■ . 

2. Escribe. \m nombre oorrieiite para cada numeral : . 

•(a) 8 + 3(5 2)' ; (9 -5) (d) ^' ^^ 

' (b) 3 - 2(5) + 7 • 4 (e) Ml+ii V ■ - 

(c) (|)(|) + 2(6.- 3) - (C) . 0.6(2(3) + 4)(5)" - 4r ' V 

3. Suponte que estds expllcando el uso de par^ntesls a un aplgo 
^ue no sabe nada acerca <|e ellos* Coloca par^ntesls en cada 
vuna de las slgulentes e^qpreslones de.manera que la expresidn 

siga aiendo un numeral para * el mismo mJmero : ^ - 

r (a) |x6 + 3 (c) 2^x3 + 4x5 ^ . 

(b) 2 • 5 4- 6 v^2 _ (a) 3 X 8 - 4^ , 

4. Coloca par^ntesi^ en cada una de las slgulentes esqpresiones de 
manera que obtengas enunclados clertos : 

3x5-2x4 = 7 
3x5-2x4«52 

12 X - ^ X 9 = 51 
12x^-^x9 = 3 

12 X |- - ~ X 9,« i8' 

3 + 4 • 6 + 1 = 49 

3 + 4 • 6 + 1 = 31 V 

3 + 4 • 6 + 1 « 43 

3 + 4 • 6 + 1 « 28 , 



(a) 


10 - 7 ; 


- 3 6 




• U) 


(b) 


3*5 + 


7 - 


36 








3 • 5 + 


7 = 


22 




(1 ) 


(ci): 


3 • 5 - 


4 = 


3 


t 
•> 


(m) 


(e) 


3 • .5 - 


4 = 


1'1 




(n) 


(f) 


.3X5 + 


2 X 


4 = 


23 




<g) 


3^5 + 


2 X 


4 = 


84 . 


(p) 


(h) 


3X5 + 


2 X 


4 - 


68 


(q) 


(1) 


3 X 5 - 


2 X 


4 = 


56 " 


(r) 



2-2. Algunas propiedades de la^ suma 2. d£ la multlpllcacldn 

. Al final del capltulo 1, te acordaste de la suma y su repre- 

sentaclon en la- recta nuraerlca. Vamos a conslderar ahora algunas 

de las propiedades* de la suma. Prlmero> la suma es una operacl6n 

*Prapiedad, en el sentldo familiar de la palabra, es algo que se 
posee. Una propiedad de la suma es algo que tlene la suma; es 
declr, una caracterlstlca de la suma. Otro ejemplodel uso de este 
vocable es, ''la dulzura es'una propiedad del azT5car">i 
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blnarlas en el sentido de que siefmpre se ef ect\Ja con dos rrdmepos* ^ 
. Esto n9 parec.erd rauy razonaMe de primera ^intencidn ya que fre--, 
cuentemente has suinado columnas largas ^de ntliaeros. Como un ex- , • 
perlmento, trata de sumar 7# ^ y 5 simulianeaipente. . No im- ^ 
porta c6mo Intentes hacerlo, te verds obllgado a escoger dos de 
los numetoSjr sumarlos, y luego ariadip el tercero a esa suma. Asij 
ei^ando escrlbimos 7 + 8 + queremos de<ilr realiftiente (7 + 8) +3 
6 7 + (8 + 5). Usamds el par^ntesls aqul^ coitk^ en aasos ante- 
^i*lores, para seiialar ciertoa grupos de numeros con los cuales se 
ha de trabajax prlmero. Asl, (7«+ 8)-+ 3 lirgplica que primero 
sumaraos 7 y 8, y lue'gQ afiadiraos 5 a esta suma, de manera que • 
pensamps en "15 + 5". De igual raodo, 7^ + (8 +^3) Impllca gue 
vamos a aSadirle a ■ 7 la suma de ,8 y 5, dbterilendo asjC 7 -t? 11. 
OlDservemos ahora que 15*+n5 ^= l8 y que 7 +"11 » l8. • .Hemos en- 
contrado^' pues, que ' ' » . 

(7 + 8) •+ 3 = 7 ^^ (8 + 3y , 
es un enunclado cierto. < 

Comprueba si el slgulente enunclado^ 

(5 +.|) = 5 + .. .. . ' - 

es o no clerto* 

Haz lo mismo coxl y " 

(ne + U8) + 2*6 = 1*2 + (1.8 + 2.6), 

y con * ' • 

/I . fx 2 . 1 ,1 ^ 2x 

Es evldente que estos enunclados slguen una ley comun y que 
tod<^s resultan ser clertos^ Llegamo^ a la conclusion de que todo^ 
enunclado que slgue egta ley es cierto. Esta es^ una propledad 
de la suma de numeros; esperamos que trates de forraularla td 
mlsmo. Compara tu formulaclon con lo slgulente: SI aHades un 
segundo niSmero a un primer n\3mero, y a esta suma* le aSades un 
tercer niSmerq^ el resultado serd el mlsmo que si aflades el 
segundo numero al tercero y luego afiades esta suma al primer 
numero* * * * . . ^ 

Esta propledad de la suma se^ llama la propledad . asoolatlva 
de la suma. Es €sta una de las propledades fundamentales del 
sistema num^rico y una de cual depende toda la matem^tlca* Inci- 
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dehtalmente, con fr^cuencla^sirve para economlzar trabajo al sumar. 
Esto lo veiQOS en el s6gundo ejemplo anterior;, + ^" es otro 
nombre para 2, de manera que "5 + {j + resoilta ser una suma 
Que "(5 +i) + 4". En el terc 



. mas sencllla que "(5 + |) + En el tercer ejemplo, teneraos 

1.2 + *1..8 = 5; partlendo de 'esto, icudl de las . expresiones, • 
"(1.2 + 1.8V*+. 2.6" y "1.2 + (1.8 + 2.6)", harla mas facil la suma ' 

. final?' . ' ^ ' ' . 

i: V Examlnemos el cuarto ejerapio. Ninguna de las e3Q)resiones 
* »«(^ ^ ^) +* 2n y + (|- + |)" contiene una primera suma tan ficll 
■ de ef ectuar que nos 'slmplifique el trabajo de la segunda suma. SI 
pudi^ramos prlmero suinar ^ y serla 1, y es ^acll 

e^ladlr ^ a 1 . Lo que nos agradarla, entpnces, e^ tomar la 
prlmera suma indicada en la expresidn '^f^ + ^) + j", y.escrlbirla 
comO + j)" para que quede inmeQlatamente afttes que "j'.. 
Para ello, necesltamos saber que 

es un enunclado cierto. ^ / 

Aunque esto lo podemos comprobar, muy blen por aritm^tlca, 
vsffpoe^a conslderar otros ejemplos mas senolllos. *iE^ el slguiente 
enunclado cierto? fo 

3 + 5= 5 + 3 

^Tal vez ]plenses: "SI yo me gano ^3 hoy y maRajria ^5> tendr^ lo 
Iml^mo' que gandndorae $5. hoy y ^ $3 mariana". Tal vez Juan plense; 

"Camlnando 3 mil las antes del almuerzo y 5 mlllas despu^s^del 
•v almuerzo se recorre la mlsma distancla que camlnando 5- mlllas » ■ 

• antes der^lisuerzo y- 3 mlllas despu^^ del almuerzo". 

. r itectiercla ahora la i?ecta nutn^rl'ca* iO^^ hallamos en el 
oapltulo 1 aceroa de jnoverse desde 0 . hasta 5 Y luego moverse 
tres'unidades mas hacla la derecha, y como se comparaba esto con 
- - mdvQrs&.i4esde 0 hasta. 3" ^ luega moverse 5 unldades mas hacla 
la derecha.? iQue nos''' dice- esto acerca de 5 + 3 35. 3 + 5? Usa 
este mlsmo procedlmlento para decldlr si los slgulentes enunclados 

• ' son cl6rf6s: ^ ^ " 

0 +- 6 = 6 + 0, 
, ' " ' 2^ + 5 « 5 + 2|-. 
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P«,bable«ente conpoes Wen esta propledad ^ la suma. Se 
llapa la propledad coj5nutat3.va de la syima* Trata de formularla 
^ mlsmo y corapara lo que obt^gas con 3.9 sigijlentet La suma de 
dos niimeroa ¥s l>a raisma no inroorta en q\x6 orden se ssuraen. 

La propleda(3l asooiatiya de la suma nos>dlce que, seg\Sn aea > 
nuestro deseo podemos o no usar pfip^ntesls como sfmbolos de * 
ag3^paci6n en lana swma indlcada* La propiedad coram tativa, a sii - 
vezy Qos dice que las sumas^ que lo son slempre de dos nilmeros a^ 
tin tiempo, pueden hacerse en oualquier orden, Por ejemplo, si ' 
consiLderamos ^ / ^ ' ^ x . ' , 

^ ^ \ / 32 + 16 + 18 + • . ^ 

la propiedad asociatlva'nos dice q^e no es necesario el uso de 
par^ntesis para agrupar los sumandoa en 'esta suima indlcada, jer- 
que no importa ia* forma en que los agrupemos', el resultado no . 
Va^jla. Podemos, si nos place, a\Mar 16' y 52, despu^s afiadlr . 
,18 a esa. suina'y finalmente afiadlrte 4 a eata -dltima suma'. La 

, propipdad coninutativa nos dice que podemoa escogM* cualquler otro 
orden. Cuando efectuam6s la operaci<5n mentalmenteC es mds flUcil. 
escoger pares de suaiandps cuyas sumas sean m\lltiplos de 10 y ' 
considerarlos primerd. Podemos pfensar en "32 + 16 + 18 +. 4" como 

•'Bi.fuera "(52 + 18) 4- (l6 + 4)", en donde las sumks indlcadas'ooa 
dlcen qiie prlmero sumamos 52 y 18 (que da una suma facil, 50), 

"luego 16 y 4, y finalmente las dos sumas parciales, 50 y 20. 
Primero hiaimos uso mentalmente de la propiedad coranutativa para 

• alterar el orden de los sumandos I6 « y 18 en la suma in<^icada 
.original. . 

Con Junto de - problemas .2'-2a 
Considera varias msaieras de efectuar mentalmente los siguientes 
cdmputos y fealla (si la hay) la que parezca m^s sencilla. Des- 
pia^s efectua de^la manera m^s sencilla las sumas Indlcadas^ 

'(a)- -6 + (8 + 4) ' ■ (e) 'e^ + 3| + 6 + 7r 

. (b) |+|^,,V^^|. -(f) +1 , 

(c) 5i+6+li|l (g) .(,1.8 + 2. 1) + (1.6 + .91 + 1.2 

. ^ {d) ^ + 1 ^ (h) ,.(8 + 7) + 4 + (5 + 6) 



2. Delde la punta de\ hoclco de^un ratop hasta la parte posterior » 
r *" de su cabeza hay 5? mlllmetrosj desde la parte posterloV de su 
ca'beza haata el arranque de su cola hay ' 71 -milimetrosj desde 
el arranque de su 'oola hasta el extremo de esta hay 76 mill- 
^ iftetros. ♦iCual es el largo del raton desde la punta de su • ' . 
, hoclco has ta>el extreme de su cola? ' ' ^Tendra el mlsmo largo, 
desde el extremo de su cola hasta la punta de su hoMco? ^Por 
qu^ cr^es que hemos incluldo aqui este ejerciclo? * • 



Examinai^einos ahora las jpropledades corresporidientes de la 
ffiultiplicacidn. Considera este enunciadOj > 

^ ^ (fx 6) >^1« 7 X (6 X ' / . 

Coraprcieba si es o^no un enunciado clertoj asegurate de que efectuas 
las multiplicaciones como .se indica. En foraia similar, comprueba 
la veracidad.de los enunciados " ' ^ ^ 

(4 X 1.5) x'5 « 4 X. ;(1. 5 x -3) . 

. . • (| X 7) X 4 - I X (7x4). 

Una vez mas encontramos que estos enunoiadps son ciertos, y que se 
ajusteun a una mlsma ley. Llegamos ^ la conclusidn de qye todos los 
enunciado s que siguen esa ley *son ciertos, y llamamos a esta pro- 
piedad de la multiplicacion, la pro^iedad asociativa de la raulti- 

• plicaclon . Recuerda tu esfuerzo para expresar^en palabrag la pro- 
piedad asociativa de la suma y, de manera semejante, enuncia ahora 
la propiedad asociativa de la multiplicacion. 

En los ejemplofe anteriores no todas las multij)licaeiones in- 
dicadas eran de igual dificultad. En el primerd, "(7 x -6) x j", que 

^s da "42 X j", |«esulta ser mas trabajoso que "7 x (6 x i)", que 
sencillamente s^ convierte en "7 x 2". * iCu^l de las f rases en el 
segundo enunciado es mas facil de manejar? Vemos, pues/ que la 
propiedad asociativa de la multiplicacion, al igual que la pro- 
piedad asocTativa de la suma, .puede usars^ para simplificar las 
operaciones aritm^ticas' que se ef ectiSap...raentalmen1;e. 

En el tercer enunciado, ninguna de las formas facilita la^ 
segunda multiplicsicidn. Lo me J or que se puede hacer es laultiplioar-" 
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prlmero ^ x 4, ^un cuando no aparecen. seguldoB 'en nlnguna de las 
dos f rases, y* luego raultipllcar el' resultado por . 7. 3es estb 
perroislble? Podrlamos estar seguros de que lo es si aujilt^ramos 

es/un ^nunclado piert;o» Este poBible intercambio es uno que nos 
gusta3?fa hacer ant<5s de apllcar la propledad asociativa* UCuil 
seria btro?) . ' . / 

Como en la,seccipn anterlqp^ construye algunos problemas 
-«encillos acerca de caminar o de gsoia'r dinera que cdmprueben l^a , 
veracldad de un enupclada como ' 

' ' . 2 X 5 5 X 2. • , t • 

En el capltulo 1,\tuviste" tambi^n la e^xperlencla de usar la recta 
numerica.para ver que * ' 

. e 2 X 3 » 3 K 2 , • , * 

es un enunclado clerto, . Be tu arttm^tica, tambl^n sabes que la 
multipllcacidn larga se puede hacer en cualquier orden, y pro- 
bablemente lias usado esa inJPbrmacldn para comprobar tu trabajo: * 

256 . . . 63 » 

J3 , . • V 2« 



1536 ~ , ' V 31^ 

. - ^ • ^ ' fSl2H - . 

Todos estos'^Son ejemplos llustratlvos de la propledad con- 
mutatlva de la multlpllcacltSn ; El prpducto de dos niSmeros es el 
ralsmo no Importa en que orden se multlpllquen. 

Corao en el caso de la suma, las propiedatjes asoclatlv%*y con 
mutatlya d©. la raultlpllcacion nog dlcen. que en un product o^^dl/'^ 
cado" podemos agrupar los f actores^ a nuestra convenlencla, e l^al 
mente podemos alterar el ^rden de los factores en el producto. 
Asl,-al raultipllcar 9-x 2 x 3 x .50, es convenlente iiomar 2 x'^O 
prlmero y luego multlplic^Lr 9 x 3, o sea 27, por 100. 

Conjuntg de problemas - ^ -2b ' • 
1. Consldera varlos modos de efe,ctuar raentalraente los slgulentes 
..c6mJS'utos, y halla (si lo hay) el que parezca mds senclllo. 
Luego efectiia las operaclories Indlcadas en la forma mas sen- 
cllla. • • • , 
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- Ma) 4x7x^5. . •g'.^l^.l 

(bj ^ x .(26, x 5). - • ■ *(8). 6 x B.x 125 

<c) 75 + !52 + 27 . ^ (h) (1.25) X 5.5x8 

r" , <d) (3 X 4) X (7 X 25) . (1) (2 X 5) x 1.97 

. (4) 12 X 14 U) fx 6 X 1^x1 . 

2. iEs nijda f dell congjutar 

■ * 957 " " ,5 ■ 222 ' , . 

X 222 ° X 957 

iY en el caso de . . 

5.89. ^ l4l ' 

- 141 ' y . X 5*89 . 



.2-3. L» prbpledad dlatrlbutlva • ^ 

•Ju«gn recogld dlnero en su aaldn hbgark El -martes, -7 personas 
le ©utregaron 15/* cada una,, y el ml^rcolea, 3 personas le .entire- 
garon 1$/ cada una. iQu^ caatidad de dlnero recogi<5?' El hlzo 
este»-calculo, , . • . . • 

15(7) + 15(3) _ ' • ; • 

. . * -105 +* 45 » ' _ . • ■ / 

Dje toanera que recogl6 50- ' 

Pero, vamos a pedlrle ahora que lleve cuentas dlferentes. Como 
todos le dleron la misma cantidad de dlnero, es poslb5.e tambl^n 
llevar una cuenta s<5lo del -n\Sinero de personas que j^agaron, y luego 
iBultlpllcar el total ^ot I5. Ahora su calculo aparecerla como 
"slgue: * • , 

15.(7 + 3) = 
' ^ . -15(10) = •/ 

.,,150. . ',' ^ 

-El re^ultado es el mlsmo no Importa cual de loa dos m^todos s^e use 
para lleyar' cuentas j por lo tanto, . 

. , 15(7) + 15(3) -15(7+3) i 
es un enunclado'clerto. Como este enunclado clei^o nos dice que 
15(7) + 15(3)* y 15(7 + 3) son nombres para el/misrao n\Smero, ' 
^ tambl^n podlamos haber escrito ^- ; 



^ ^ . - 15(7.+ 3) = 15(7) + 15(3).. » . 

\ lia mi tad d^i. dinero que- Juan recogid se ya agastar en un 
regalb, y.una tercera parte en otro" regalo. ^Cuidnto se gasta en 
total?" De nuevo, los ctSmputos pueden efectuarae de dos maneraa: 



150(|) 



H 150(^) = 
75 + 50 « 

125. 



150(^ + ^ 
150(| + |) 

125. 



1 
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, Como 'antes, h^mos encontrado "un enunciado cierto, 

150X^) + 150(^) = 150(^+'^). 
Otra manera ^crlbir el mlsmo enianclado se4»la 

• (Jonsicleremqs. otro ejemplo* El Sr» Jones pose^e \m solar en 1 
ciiadad^ /de 15O pies de fondo y 162*5 pies de frente* Adyacente 
a su solar, separado de este por una verja^ hay otro solar que / 
iHlde lo tnl3mo,de fondo pero cuyo*frenite es de s6lo. 37*5 pies*- . 
iCuil es el area, en pies ouadrados, de cada uno de los solaot'es, 
y cua^L es Ig, sunia de las dos areas?* El Sr. Jones compra el se- ' 
gundo solar y qulta la verja. ^Cual es el drea del solar ahora?. 
El HiSmero de pies cuadi'ados en el ntievo solar es ' 

150(162.5 + 57.5) = 
150(200)/= 
50000. 

^ El area total de los dos sol ares 
separa:dos es l^O' 
150(162.5) + 150(57.5) = . 
24575 5625 = 
, * * 30000. 
Por tanto, 

150(162.5 + 57.5) 
es un enunciado cierto.' 



162.5' 



37.5' 





t 
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150(l62.5) + 150(57-5) 
.E^amlnemos mas detallad^mente dos de nuestros enuhciados 



clertos • 



Escrlbimos 



15(7) M- 15'(3) == 15(7 + 3). 



115(7) representa un n\imero que hemos decl^^ido escrlbir como un 
producto Indicado I lo mismo" sucede con 1^(5)* Asf, .15(7) + 15(3) 
es unansuma indlcada de .dos niimeros. Po^ o'tra parte, 7 + 3 repre- 
s.enta un niimero. que decidlmos escriblr jjomo una suraa indi^ada, de . 
modo.que. '15(7 + 3) es un product©- indlcadoV Por tan-to, el 
enunpiado, - / . 

■ 13(7) + 15(3) = 1y5(7 + 3), . ' 
afirma que la s'uma indlcada y el producto Inclicado son nombres del 

mismo n\SiBero. " / v , 

if' ' ■ • ■ 

El enunclado cierto, . ^ ' . . 

. , • - 150(|- + ^) - 150(^) + 150(^) ^ f ; . 

es »una aflrmacl5n seme J ante. 

Con^unto de problemas' 2-3a 
1. Examlna la veracldad de los sigulentes enunciados; 

(a) 2 • 4 + 5 • ^ «* 7 ^ \ " / 
' (b)v 15 . 2 = 7 • 2 + 8 • 2 " , • 

(c) 25(40 + 3) - 25(40) + 25(5) 
■ . (d) 3(2) + 6(3)V 9(6) 

'*(e) 13(19 + 1) = 13(19) + 13(1) . * ' 

' (f) 2^ + 1) = 2^ + 2| • • 

(g) 12(| + J) = 12(|) + 12(|) , ^ , 

(h) 3(2.5) + 3(1. 3(2.5 + 1.5) 



\ 



Parece que hemos encohtrado una ley para construlr enunciados 
ciertos.-. Trata de verbalizar esta ley de varlas maneras. pespu^s 
compara lo que has hecho con lo 'sigulente: ' El producto de un nxamero 
por la suma de otros dos (numeros) es Igual al producto del primero 
y ei*9egundo mas- el producto del primero. y el tercero. Esta pro- 
piedad se llama la propledad dlstrlbutlva de la multlpllcacl<$n con . 
respeato a la suma^ o como-di*MMftoa^fr,ecuentemente, la propledad 

dlstrlbutlva. . , ' " ^ 

Esta propledad, al igual que otras que hemos estudladp, tiene 
■ estrecha relaclon con la aritm^tlca, tanto en lo relativo a los 
artlflclos de los computes ra'entales como en lo *que concieme a los 



fundamentos d^'la malierla, -3En nyestro primer 'eJeraploV si eompara- 
mos las dod ejqpresiones "15(T) + 15(3) " y "15(7 + 3)", v^mo? que 
ea mds sendllo fealcular el Vesultado usando^lT^egunda eacpresldn, 
ya q>ae j + 3, que es ' 10, hace .facll la multiplicacidn. Bn el 
"prdximo e;Ieniplo, ^In embargo, si c^aramos las eaqpresiones 

vemos que es pref erlble haoer 

usp de la prlmera expresidn porque^eFm5s"s"e^^^^ 

.50 que- sumar las fracciones ^ y 1. iQu^ forma es. mas senollla 
eij el teroer.. ejemplo? en los enunciados del Conjunto de 
'probleraas 2'i-3a?' . " 

• Mb amportante que sm papel " de f acilitar los cdii5)utos mentales 
es el que tiene la propleda-d" dlstrlbutlva en gran parte de nuestra 
,;t^cnlca^ritmltld«i, como ppr ejemplo eh la multlpllcacldn larg^. 
iCdmo efectua^s la slguiente operaci^n: ^ 

• ■ • . 62 " • • 

Escrlblmos ■ * ^ ^ * 

; " .• • - • . 62 



X 2> J 



Tl 

124 



► Esto signlflca^realmente que- tomamos 62(20 + 3)'. como 62 (20). + 
62(5), o sea, 1240 i*. 186. (El "0" al final de "1240" no aparece 
pero.se sobrentiende en la multiplicaci<5n larga- de arrlba-") Vemos, 
^ues, ^ue la propiedad distributiva es la basa.de esta t^cnica - 

' corrierjte*. * ■ ^ 



Supongamos . que desesanos conslderar varias ra.aneras de computar 
f^el producto indicado, 

'^M^ + |)12. ^ * 

Esta f rase no se ajusta a la ley de l^a propiedad distributiva en ' 
la forma en que la hemos considerado haista ahora. Tal vez podr^s ' 
_jSdiyin^,. .baa^dQte en tus experieneias anteriores,- que . » 

. V - ' ' (5 + ^)12 = (^)12 ,+ ('4)12 . 

es un enu^nciado cierto. Sin embargo, vaipos a ver c<5mo i^s p.po- ' ^ 
piedades, segun. las hemos descubierto hasta ahora, nos pem^ 
establecer la veracidad d^este enunciado. , 
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Sabemos primer© que 



12 = 12(^ + If) . 

es exiunciado cierto." (iQu^ propledad de la raultiplicacldn 
usainos aquV?) Luego podfenios aplicar la propiedad distributiva 
segtSn la conocemos para escrlblr 



y apllcahdo 1§ propiedad conmutatlva doa -^eces mds, podemo? escribir 
. , • 12(1) + 12(|) = (^)12 + (|)12. • 
'ei ultimo paso, que 'serla Innecesarlo si 56I0 quisi^ramos computar • 
"(5 + ^)12" en forma se?icilla, nos lleva finalmente'-al enunclado ^ ' 

requerido : ' • 

(5 + ^)12 « (^)12 + (^)12. 

Una vez mds, este enunciado parece tener una forma sencilla, y de 
hechor suglere una forma altemativa para la propiedad dlstr|.bu-' 
tiva, la cual puede obtenerse de' nuestra ley anterior aplicando 
sucesivamente la propiedad conmutativa de la multlplicacidn. Ex- 
presa en" tus propias palabras ' esta fortna .altematilva.' El Viguiente 
^.enunciado, » . . \ ' » - ? * • 

sugiere una ley, ^Cual es? I 

Conjunt'o de problemas 2 -3b . 
.n- Siguiendo. una forma adecuada'de la propiedad distributiva, com- 
pleta los siguientes enunciados haci^ndolos ciertost 
• . (a) 12(5 + ^) « 12( ) '+ 12( ) . . ' V 

(b) ^ 3( ) + (T) = 5(5 +7) 

(c) (2.5 + 4.5) = (2.5)^ + (^.3)4 

.-(d) ' ^= 2M^-H^> •. - ' ' 

■ (e)- "7( ) + ,.6( ) =-.15( ) 

. (f) (3 + 11)2 « ... ' • * ^ 

2. Considera los sifeuientes ejemplos de .dos maneras dif erentes y 
■ -decide en cada caso cudl de las dos (si alguna) hace mds sen- 

cillos los c<5mputos. ' Luego ef ecttla ,las operaciones en la 
-" forma mds sencilla. 
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(e) (2.3 + 4,6) + 7,7 
Cf) 6(1 + 1) 



3. 



(a) .?7(5) + 27(^) 
-(^). (^)12 + (|)12 
(c) J, 36 + .14).6 

(a) 12(5" + 5) „ 

La slgulente 'f Igura rauedtra un, olerto n?5mero de trl^ulos. 

D I H 



3r 

(s) .71 (.8) + .2(.71.) 

jh). 3X£-d:J^ + 6 + §)- 




4. 



I 6, 



iQu^ relacl<$n exisfce entre «l irea del tridbgulo. ACD y las 
• &peas .de los trtdngulos * EST y PGH? . Usa la fdrmula del 
dre^ de ti»i^gulo em t^rmlnos del largo de^la base y de 
la altura. . * 

Escribe un nombre corriente para 

* (f+|)11 + (|- + |)7. ' . " 

jSuRerencia: Consldera ^ ^ + j corao un Numeral, y no emple^es 
a trabaj^r hasta que no hayas pensado eft una manera poco tra - 
bajosa de hacer este ejeroiclo. ) . 
Escrlbe-ftlos nombres corrlentes para^ 

(a) ,8(|V'|) : (|,+ 2)7 ■ 
(^.) ' 7(| + |) +5(§ + |) 

*M ^5(^ + ^ + 1) + 7(^.+ }> ^ ,t 
Escribe nombres corrlentes para: 

(a) 3 X (17 + 4) j<^^ (e^ 3(7) + 3(2)^ ' • 



(b) lin^Lhl 



3(7) +6 



(c) 1(3 + B)10 

(d) 5(7) +3(11) 



(g) 7(4) + 42 
■(h) ' 3(^) 4. I 
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(1) 5(17) + 12 W (lOV'E) X"> X ^ 

(J) 6(19) + 19-. (1) iiai|L><Jt , 



Z-^k. Variables , - - - 

Consia^a por un momento' ^m ejerclcio senclllo para tr^bajarlq ^ 

mentalraente 

- "Toma 6, s\Smale ^,2, raultipllca por .7 7 luego^diyide por 4",: 
Si slgues estas instrucclones, se te habra ocurrld9 indudablemente, 
la sucesidn de ni^oneros 

/ • • '6, 8, 56, 14 ■ , 

y que la contestaclsSn a este , e Jerciclo es 14. Iroaglnate ^ora 
que tu m^Jor amlgo estd ausente de la clase y que le has prometldo 
un Infome detallado sobre el trabajo del dla. Por esta razdn, 
escribes las Instrucclones para cada paso del ejerciclo de la " 
-sliguiente ^anera; 

— ' . , * " 6 + 2- ^ ' \ 

- • / ' 7(6 + 2J , . - 

■ . 7(6 '} 2> . 

iOf rece este m^todo de' descrlblr el ejerciclo iti^s Informacldn o 
menos Ihf omacidn que el sinterlor? Claramente tlene la ventaja 
de mostrar exac^amente las oper^iclones Impllcadas en cada" paso, 
pero tiene la desventaja.de que no'llega^hast^-i«^con-testacl(5n 
' al ejerciclo. Por otra parte ji la frase '^^ | — ^ es un numeral 
para el resultado, 14. Esto se coraprueba :Pdcilmente llevando a 
cabo las opei'aclones Indlcadas. 

Esta es una sltuacldn liilaglnarla erf la cual ano taste, para • 
tu amlgo, no la conte3tacl<5n . al ejerciclo, slno la 'forma del mlsmo. 
As! se aiustra xtn punto de-^vlsta fundamental 'de la-materadtica. ' En 
muchas ocaslones durante este cur^b, daremos primordial Importancla 
a la estructura .o forma de un problema ant es que a la conte8tacl<5n 
al mlsmo. Be hecho, rauy ppcas veces nos Interesamos solamente en 
la contestaci<$n a un pyobleraa. 

Trata ahora de segulr estas Instrucclones: 
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■ . ^"Toma '7} multlpilcalo por 3, affade ' 3 al 

^ ♦ producto, m\ntipllca pov 2 y dlvi^ por 12". 

. iCudl es la frase qxie r^os presenta todas estas operaclones? ^Es 
dlcha frase un numeral para el mlsn^o niimero que o.btuvlste ^lental- 
mente? " . • 



— — ^HaeamoB lahora uno de ^stos ejerelcios ariadi^ndble la condlcldn 
..de que se te,pemite escoger, al oomienzo, cualqulera de los ny- 
jneros del conjunto » 

' . S ^. [], 2, 3, ...,;1000}. 

Esta yez las Instruc.ciones son: 

"Toma -cualquler numero del con Junto S, raulti- . ' 
plicalo por 3, sumale 12, divide. por 3* y 
resta h", , . . • * * 

. Se puede advertlr que eate ejercicio consiste realmente en 
1000 dif erentes.' e3ei?clcios de aritm^tica, uno por cada eleccion 
. de un n\5mero de partida entre los del con-jmto S. Considera el 
ejercicio que se obtiene al partir del'nTlmero .17. . El to do 
aritm^tico y el m^todo de la estructura correspondiente, conducen 
— a los* siguientes pasos: v, 

Aritraetico ' Estruc,tural ^ 

■ . * 17 * > 

. ^' 51 . ' ; , ^ , 3(17> 

(^^ - 3(17) + 12 , 

^ . ^ - ■ 3(17) + 12 

^1 7 liJll^±_L2 „ 4 

Observa que, 4PPla propiedad distributlva de los numeros, y ya 
que I12 = 3(4),' , • . " ; 

3(17) +• 12.= 3(17)- +-3('4) = 3(17 + 4),' f 
de manera "que • 

Ppr lo tanto, ^ . 

• En^otras palabras, la frase final que, se obtiene haciendo uso de 
la "estructura" es un numeral para 17. Elige otros nuraerog del 
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conjunto S para hacer ei ejerclcio^ iObtendr^s slempre al final 
el ni3bttei!0 que espoglste al prlnclpio? Una manera de contestar 
esta pregunta seria haciendjo 103 ,1000 dife^'ent^s ejerciclos^ TauL 
vez hayas soapechado, despu^s de seguir el procedlmlento en varlos 
-ceusoBf que pudiera np ser necesario hacer todps los 1000 ejer- 
dolos.para contestar la pregunta. , . 

Vaiaos a examinar dicho procedimiento m^s detenldamente. Ob- 
serva primero que el procedlmlento no depende realmente del ri^ero 
que se escogid del .conjunto S, Be hecho, si usamoa la palabra 
"numero" para referlmos al numero seleccionado, los paaos del 
e Jerciclo ' son : 

niimero 
. ^Cntlraero*) 
5 (numero) +12 

3(n\lniero) + 12 . • » 

3 (numero) + 12 . u 

Para.ahorrar espaclo, Indlqueraos con la letra "n" el numero 
seleccionado, Entofices los pasos anteriore/ vienen a ser; 

3n ■ ' . 

3n + 12 
3n + 12 

'i • 

3n + 12 1. ^ 

Obserya que aqul usamos "n" como un numeral para el niSraero 
seleccionado y que la frase en cada una de las otras etapas es 
tambi^n un nuraej^alT. (Asl, si n ^fuera 17, entonces el product© 
, indicado "3n" serla un numeral park 51.) En particular, la frase 

''2 _ 4" es un numeral para al "resultado" del ejercicio. 

Adera^s, por la propie^ad distribdtiva para los niimeros, 

3n + 12;« ^n/ j{n) = 3(n + 4) 
y de aqul que ' ■ 4 

■ ■ ■ . . ;S1+Ji= 2111 + 11.. n + it.- 

Por conslgulente, 

16. 
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> t ^^ - 4 « n + ^ - 4 = n. 

Como "n" puede. repregentap cualguler n\5mero del cojiju^nto S, 
llegamo^i a la* conclusipn de que el resultado final de este ejer- 
cjLclo esj, en verdad^lerapre, el mismo niimsro sele cclonado al 
comenzar* • v *" . 

Ia discusl<$n anterloi* llustra lo poderosos que son loa m^to- 
dOB basados en la estructura o forma, en'vez de los dlrectamente 
fundados en aritm^tica. H. m^todo^^en cierto sent! do, nos per- 
mi,tej:ajffB^)i««j^ 1000 dlfftlntos problemtfs aritm^tlcos por un solo 
rotolema. ^ , : * 

iHabrla algrSti camblo significatlvo en la dlscusldri del ejer- 
clclo. 9i .en 4ez de n hubi^ramofe decldldb usar alguna otra letra, 
como m o pai'a indicar al ni3?iero selecdi^nado de S? 

.*^lamaremos tina variable a una letra que^' como la "n" del 
ejercicio anterior^ se usa' para l^lcar uno cualqulera de los 
niimeros de urt con Junto dado, Ej^un cdlciA:lo cualqulera en el que 
Intervie^e una variable, ^sta es un numeral que represent a un* 
niimero deflnldo^-^pero no especlfloado de un conjunto dado de 
n^meros admlslbles/ Los niSmeros a<toilsibles para la variable 
*'n.^* en el ejerolclo anterior son los numeros cardi^nales del ^ 1 
al ^ 1000. Todo niSmero que una variable dada puede represent ar 
se llama un valor de la variable. Algunas veoes llamamos domlnlo 
2. oampo de varlabllldad de una variable al ^on junto de valores de 
la mlsma* El domlnlo de la yariable ^'n^' en el ejerclqlo anterior 
^s el conjunto S = {1, 2, 5j ♦••^ 1000}. A menos que no se es« 
peclf Ique cuil. es . el domlnlo de una* variable^ supondremos que 
^ste es el conjunto de todos los A^dmeros. Por ahora^ sdlo esta- • 
mos conslder^do los n^me^os de la arltm^tlca* 

Conjunto de problemas 2-4 
1# SI doblamos la suma de cierto n\imero t y 3# ^cual de las 

" 2t + 3 6 2(t + 5) ? — 



2, .SI sumamos 5 al duplo de cierto niSme3?o n y luego dlvldlraos 
la suma por 5, ^cudl seria la forma correcta de expresarlo^ 
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Si sumamoa un cuarto de cierto n"dmea?o x a un tei^cio de cuatro ' 
veces el mismo n^mero, lauil serla la forma oorrecta de.. ex- 
presarlo, ' . ' . " 



SI representamos por letra y el numei»o de galonep de leche 
comprados, icudl seria la forma correc1;a para el mSniero de 
botellas de uji Guartlllo en que pudiera echarseda leche. 

Si a representa el largo de cierto rect^ulo en pies y "b 
representa el ancho, tambi^n en pies, ipodriamos representar 
elperlmetro de dlcho rectdngulo ^or alguna de las sigulfntes 

f ormas : ^ ^ . ; 

a + b, ab ? , • * 

Si a 63 2, b es 3> c e? es 1 ,~y- ia^^ Or ^alla- 

el valor de (es decir;- el n^mero que representa) cada una de 
las slguientes expresionesj 

(a) 6b + ac (f) . n(c + ac) ' ^ 

(b) (a + b)(a + ra) (g) ^% . , . • 

(c) 6(b + ac)\ "* . -(h) ra(b - 4c) ; 

(e) nc + ac ^ ( j) a + 2(b + m) ^ • ^ 

Halla nombres corrlentes para: 

(a) * |c +^52, cuando C es 85 

(t)) h(a pT^ ouando h es if, a «es 5, y b es 5 

/ " ' ' . ■ 

■ (c) + rt), cuando »P es 5OO, r es 0.04, t es 5 ' 

(d) .^ - f .. - cuando a es 4, r es 2, i es - 48 * 

(e) ' ^wii, Ouanao~~i~~6'B 18, W es iu, h es 6. 



Si a es 5, b es 2, 2;^ c es 4, Kiaia el valor det 

. ) (?a . 4b) - 20 (j^^ l^) 

/ ^ ^ 

(^) . ..(6a -.4b) + ^c, ' • (U^a + 3>y^),- 2>1c, 



% ' Reaume las ideas mevaot luduyendo las d«f ^Iclcmes, que han . 



'-'ll 



\ 



. '.si 



5» 



■J 
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CapltulQ .5 

: • ENUNQIADOS Y |ROPIEDi£DES DE LAS OPERAQIONES 



3-1» " Enunciadosj olertos y falsos ' 

Cuamdo tiacemos afiiroaclones acerca de i»5raeros, escrlblmos 
enunclados tales como 

■ (5 + i)(5,+ 2)-« 10. • ; 

Recuerda que un enunclacio puede ser cierto o falso, perp no ambas 
cosas* Este enunclado en particular es f also. * 

Algunos enunclados^ como el anterl^r^ comprenden el slmbolo 
^ « que <iulere decjr "es" o "es Igual a". Ademds de ^sta, hay 
otras formas verbales que usaremos en enuncUados matem^titsos* Por 
ejemplo^ el slmbxplo/" 7/ " signifioard "no es" o "no es Ys^^l a", 
Entonces ^ " 
^ . ^ * 8 + 4 / 28 • 2 

es un enftnoiado elerto ^ 2k * ^ - r 

8 + 45/ ^ 
es un' enunclado f also. . ^ 

Conjunto de problemas 3 -I • V 
iCudles de los siguientes enunclados son clertos y cuiles son 
raises? ' 



,'1. 


4 + 8 « 10 + 5 ' 


9. 


7(6 X 3) = (7 X 


6) X 3- 


2. 


'8 + 3 10 + 1 


10. 




- 8(-jj-) 


3. 


4 + 8 » 8 + 4 


11. 


65 X 1 = 65 




4. 


5+7/6+6 


: 12. 


13 X Q = 13 
f(7)V 2(^) 




5. 


1 + 1 « .1 + . 


13. 




6. 


^/85 


• ' 14. 


4(|)=f 




7. 


. 13 + 0 / 15 + 0 


15. 






8. 


12(5) / 5(12) ' 


ft 

1* 







372* Enunclados ablert< 

' No es.dlflcil decldkr sr.un enfinclaao num^rlco es elerto o no 



porque esta dase de eijunciados coniprende n'^meros particulates. 
Considera el enunclado, . » ^ 

■ - " ~: — ""^"^'^''^''Tr" — ^— ■ — 

'^iEs clerto este enunciado? Dirds que no sabea. qu^ n\lmero/"x'V ^ 
representa y s±n esa inf ormacldn no puedes llegar a una decision, 
Lo niismo sucede con el enunclado, "El es un doctor" j no puedes 
decldir si. es clert6;o no hasW que sepas qui€n*es "^1". En este 
sentidb, la variable "x" se usa mds o "menos en la misma forma en 
que usamos un pronorabre en el le^guaje corrieyite. 
Considera el enunciado, 

, * .3n + 12 = 5(n + k), 

con el que trabajamos en la seccidn 2-4 cuando por primerii yez se 
introdujo la id^a de una variable.* Tampoco en este caso podemos 
decidir a base del enunciaio solamente, si es cierto o noj pero 
ahora se trata de una situacldn diferente. Como en los casos 
anteriores, podriamos decidir, si supi^r&mbs el"n\Smero que "n" 
representa. Sin embargo en este caso es poslble tomar yna decl- 
sidn aiin sin saber el valor de n. Podemos recordar una proj^edad 
generd de' los niimeros p.ara deraostrar que este enunciado es cierto 
independien-bemente del ntjroero que "n" represente . ' iQu^ nombre s-e 
le dio a esa propiedad? „ ' 

. jbecimos que enunclados tale's como 
. V, ' X + 5 = 7 . 

\ \ ' ' " 3n +■ 12 = 3(n + 4), 

que contienen variables, son enunciados abiertos . El hecho de que 
sin mds informacldn no podemos decidir si estos enunclados son 
ciertos b no, "suglere el uso de la palabra "abierto". Un enunciado 
ablerto es un enunciado que comprende una 0 m^s variables, y la 
decision sobre si es cierto o falso queda pendiente hasta tanto 

.Aengamos suficiente informacldri adlcional. De la misma manera, ^' 
llamamos frases abiertas a las frases que comprenden una o rods 
vari€ii)les/ 

Conjunto de problemas 3 -2a 
• Determlna^ los slgulentes enunclados abiertos son ciertos 
para los valores de las variables que se proponen: 

■ 51 

\ . ■ • ■ ■■ 



1. 7 + X = 124 sea'i x Igual a 5 
2» 7 + x/jZi sea x igual^ a 5 
5, -y j/^-i^s-^Q^ '"^-^^ 



4, t + 9 « 1I5 sea > t . 'igugul f 6 , ' 

'^^^ 5." ^ ^ ^ / 3i se^i , ,x iiual a ^^Jj sea x igual a ^ 

6. 2y + 5x\= 23 J sea x lgual a 4, y igual a 3j sea x igual 
a 5* y igual a 4 \ 1 ♦ 

7. 2a - ,5 5/ (2a + 4) - bj sea , a igual a 9 y b igual, a 9} 
sea a igual a 3 y b igual a 9 

8. Sni + X = (2m + 3) + xj sea x igual a 4 , 



Si se noB da un enunciado' abierto, y se especiflca el doijiinio 
de la variable, ic<5mo poderaos determinar los valo-res de la variable 
si los hay, para los cuales el enunijiado sea cierto? Ensayando,. 
podemos tratar varios niJineros hasta *dar con un nxMero "correcto'Vj 
pero serla mejor, despu^s del primer intento, pensar un poco con 
el f in de que nps sirva de gula en los siguientes ensayos. 

Expeririientemos con el enunciado abierto "2x - 11" = 6". De 
primera inten<?i(5n, trata un niSmero x lo suficientement^ grande 
de manera que 2x seg^ mayor que^ .toraeraos x = 9. Entonces 

2x - 11 a 2(9) - 11 
-7. ■ 

Por tanto, el numeral <ie'j2a Izquieraa representa a 7, que es dife- 
rente ge 6. Parece C[\ae1^ era un n\5mero muy grande; por lo tanto 
vamos a tomar x = 8. Entonces - , 

2x - 11 = 2(8) - 11 » 

X 

En esta ocasidn, el numeral de la izquierda -representa a 5, que 
tambi^n es diferente de 6,* Como 8 resultd ser muy pequefto, 
vamoA ju tQmiar^..un,-jaumero que est^ .entre 8 y 9, clig€»ios 8^,----™ ,- 
Entonces . , ^ ' • . . 

2x - 11 = 2 (8|) 11 *■ 

' _ • = e: ^ . 

"6 =5 6" es»un enunciado ciertoj de manera, que hemos encontrado que 
el expAnclado abierto ^2x i- 11 « 6" es cierto si x es igual a 8g-. 



iCJpees qijue haya otros valoi'es de x*" paKa lbs cuales este enun- 
ciado es clerto? iCrees que para todo enunclado ablerto exlste * 
ffl-valor-de 4^e¥a r j L a tol o que-lo haga clerto ?i 47 uno que lo haga 
falso^? * 

* i. » Conjunto de problemas 3*2'b- 
Deternilna I08 niS^ieros, si los hay, que hacen olertos los 
aiewl^tes enunclados abiertos: ' ' • 

.1. 12 + y = 8 . 6, 4x - 3x = 14 v . 

2, % + 5 •« /"^S T. . s + 5 = s + 2 - 

3. 3x - 2 « 10. . 8. t + 2tV 27 + 3t 

4. " 3x.- 2 =7l"5 . 9. t + 3 = 3 + t " * 

5, 4x + 3x » 14 10* (x + 1)2 ^ 2x + 2 

St una variable aparece en un enunclado ablerto en la foxTna, 
"a ' .^i", que algnlflca "a multlpllcado por a", es^ convenlente 
escrlblr "a • a" como "a^", lo cual leeraos "a al cuadrado"». 



ConJunto de pro|3lenias 3-20 

1, Trata de hallar vaiores de las variables para los cuales los 
slgulentes enunclados ablerto s son clertosj 

(a) x^ = 9 (e) ,x + 2 = 9 

(-b) 4 - x^ = 0 (f) (x - 1)^ « 4 

(c) x^ = X (g) 4 + x^ 

(d) x^ - 1 = 3 (h) x^ + 7 » 7 

2. ^ iCudl es un valor de x para elv cual el enunclado, 

es clerto? , ^ 

3» Un niSmero que nos Interesard mds tarde es un valor de x , para 
el cual el enunclado "x =a 2" ea clerto,. A este niSmero lo 



^' » 2 
* * X 



■llamamoa la ralz cuadrada de 2, y lo escrlblmos como VS". 
Mds tarde verds que V5" es la coordenada de un pun to en la 
recta num^rlca. iAproxlmadameAte, ddnde estarla locallzado 
en la recta num^rlca? 
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3-3* ConJuntQS de valldez de enunclado3 aMertos ^ 
^ ^a el dominlo de la yaaclable en el enunclado, 4_„^ i. 

" • " ■ • . • 3_ + X « 7 

el conjuntib de todos los ndmeros de la aritm^tlca. : Si tspraamos un' 
valor particular pwa x, entonces' ej. enunclado resultaiite serd 
derto/o falso*. Por ejeniplo, 

SI t^x es , el enunclado ea 

0 3 + 0= 7 * false . 

. '1 . 3+1 = 7 ' falso . * 

^ * 3 + 2 ^'7 • falso . V 

k ^ ^. ^ 7 . cierto 

6 5 + 6=7 ^ falso 

Be eeta manera podembs conslderar que el enunclado 4- x = 7" 
se comporta como una cylba : separa el domlnlo de la variable en 
dos subconJuntos\* De Igual modo que puedes. separar en ujpia baraja 
de nalpes dos subconjuntos, el de negras y el de roj^j asl^ el 
dominlo cle I4 variable se crlba para construlr .dos^ubconjuntos,^ 
^mo que contlene todos los ni5meros que hacen el enunclado, clerto « 
y otro qu4 contlene todos los numeros que Haoen el enunclado falso/ 
Vemos aqul que 4 pertenece al primer subconJu|^,* mlentras que 
0> 1^ 2 y 6 pertenecen al segundo, 

' El conjunto de vallde2 de un enunclado abierto que comprende 
una v&riable ea el conjunto de todos aquellos nilmeros del domlnlo 
de la variable que hacen cierto el enuncladov A menos que se es- 
peclflque otra cosa, c^ntlnuaremos suponlendo que el domlnlo de la. 
variable es el conjunto de todos los numeros de la arltm^tlca* 
(R6ctterds^que los n\fmeros de la arltm^tlca conslsten en el 0 y 
todos los n\5meros^que sean coordenadas de puntos a la derecha de 
jO — en— lra--^et^riftttm^i:^^ ^ "^^^ T"^'^ . . 

Cbyi junto de problemas 3-3» 
It Decide si el n^niero^ que apaj^ce despu^s ae cada'enunplado 
ablerto. pertenece al conjunto de valldez Idel enunclaclp: 
. .(a) 7 + x-«42; 5 \ 



(b) y +'»^ llj 6 
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(d) 2x + . 1 ^ 2(x +• t)'; 3. 

it) 301 » in + 2mj 5 . • 
(^) n^.+ 2n- / n(nV?)5 ''3 . . 

aparecf un <JonJur\t.o gue >ontl0ne todos lbs ntSraeroa \(iel con* 
Junto- de* v.alldez ' del .enunciado, y- i^s?.blemen,te . otroa mds, 
Ha^lla el con Junto de vallde2 cada* caso. ' 

•Ta) ■ 3(x + 5) = 17; (0^ 5, j, I) ^ • 
M (4x - 3) » oT^Cl^ .2, 5/4/ . ^ • 

<o)Vx2 + (1, |, |,^3 ' • : \ 

•(d) x"+"^« 2j 2,.3.3. ' 
M -J5(x + 1) -.u3xj CO, 1, 2^ . 



^1 



* \ (e) X +. 1 « 55c {1, J, 2), ; • \ ' 

■ Xh) X 2 = x .r^ 7i- {0, 2, 3}' . 

. .3. ^Escribe un enunciado abierto cuyo conjunto de validez .eg jaT, 

• • el^'conjunto iltilo. 



Muchas formi^las usadas en la clencla y, en el comercio apare- 
cen en, forma de enunc iado^ abiertos"* que comprenden mds de una 
variable,* ^or ejemplo^ 1^ f diroula . ? . 



*i 



se "Usa para hallar el volumen de .yn cono. La variable . h repre.- 
senta el n\5mero de unldades de ja altura' del cono, representa 
:el nt5niero de "cpildades ; cuadrada^ de la base; y V representa el" 
^.niSn^rb de unldades- ciSblcas en el volumen, Cuando* en una fbrraula 
coitto ^sta, se especlfican valbres para todas except© un^fle las 
variables, el enunclad9 abierto resultante comp|ende solo una' 
, variable. -^-E^ptonces el conjunto de validez de este enunciado nos 



da info»maci6n*%cerca n\Jmero tjepre^entado por esta varlabli,;- 

' Siguiendo con el ejemplo^ conslderemos *un cono particular con 
66 pies cublcos de volumen y 53 plea cuadrados de drea en su base, 
J^.'esta Informacldn det,ermlnaiiios que V es 66 jr, B es 33 
fscrltolmos el enunclad6. abierto correappndlente nion una variable h, 

. . . * 66 = j(r35),h. • ■ ' ' s ; ' 



, El .con;hmto de valldez de este ^nunclado .ea [6) . Aai hallambff 
que ltt.>altura del cono es 6 ple*s, » * 

N . Coi^ jm^'bo de probl etnas 3 -3b 

.1. La formula que se usa para pasar de una tempera tura P, medlda 
» en gradpafc. Fahrenheit, a la temperatmra correspond! en te C, 
* f medlda %n grados Centlgrados, es 

^ ^ >• • ■ ^ C = |(,P^.- 32). • . '\ 

. » Halla »er valoi" de C cuando ^ \s Igual a 86. 
\2, La drraula usada para calcular el Interns simple es ' 

' , • 1 = prt, ^ . . 

' en la que-, 1 es el ni5mero dfe ddlares de interns, p es el n^- 
raero de, -cldlares de capital^ r es el tlpo de interns y t> es 
el mimero de aflos. Ha^a el valor de* t cuando i es 120, 
r es 0.04, ,y p 1000. ' . 

3. Una fdrm^fla usada en" ffsica para relacionar la presl<5n y el 

yolumen de una cantldad dada de un gas a temperatura constante , . 
es s . " 

pv « PV, 

numero "de unidades cublcas de volumen a P 
unidades de presitSn y v 'es el niamero de ;unldadte3 cubicfis de 
volumen a. p • unidades^ de presidn. Halla el valor de' V cuan<3o 
V es "6bO, P es*" 75 y p es 15. : 
*4. La formula para el area de un trapecio es 

. ' * • . « A = |(.B + b)h, • , 

V en la q^e A es el numero de unidades cuadradas del area^ 9 
•es el numero de unidades de una de las bases, b es el numero 
de un^-dades de la otra base*, y h es el njSmero*de^ unidades de 
la altura. Halla el valor de B cuando A es 20, b es 4, 
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3«-^« Grdflcas de ^onjui^tos de valldez ^ . ' 

. . Recorclemos que la gi»aflca de un conjunto S de niSmeros es . ^ 
ei conjunto de puntos de la recta num^rlca correspbndlentes a lo^x 



Asi, 1ft grdflea del oonjunto de valldez de \xn enunclado 
abiert^o q\^obraprende una variable es .el conjunto de todos los 
puntoe de'la reota numerlca a la derecha del 0 y cuys^f coorde- 
nadas son yalores de la variable para los cufileB el enuoclado ■ 
atolerto earclerto. Representemos laa gr^flcas de» algunos enun- 

clados abiertoa, ^ Gonjunto 
Enunciado de valldez 



Grdfloa- 



(a) x«2 (2) . { i j>' k 



(t>) \ x / 3 ^itodos los numeroa # i i 6 i 

, ■ . de la arltm^tlca ° ' ^ . 5 4 

. , -estcepto el 3 \ ■ 

(c) 3 + X « (7 4- X.) 4 • Todos los ntlmeros t 111 1 i 

de la arltmi^tlca 0 2 3 4.5 

(d) yCy + 1) » 3y (0, 2) p t ' i ^ . | 

(e) 3y - 7 - . ' i> . i it \ T 



5 

(f) 2?c + 1 - 2(x + 1) ' — i- I i I *i ui 

^ . (La graflca no con— 7' 

• tlene punto alguno) 

NotarAs (b) que ihdicamos con marcaa b'len obscuras los puntos 
Incluldos en la griflca y con un circulo todo' punta no Incluldo en 
la mlsma* Las llneas obscura? seflalsun todos los puntos que estdn 
cubiertoia* La flecha al extremo derecho de. la recta numeric a en 
(by (c) Indlca que todos los puntos hacla la derecha est&n en 
la gr^flca* 

Conjuntp de probl etnas 3-^ 
Define el conjunto de valldez de cada enunciado al?lerto y repre- 
B^ntalo graf Icamente : ^ 
U X + 7 « 10 - ^ t 5* X ^ X / 2x 

2, 2x « X + 3 4. X + 3 « 3 + X * 
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5. (x)(0) - X . / .8. 5y5n + i 

"6. 5 +.X j/'6 ' - 9. y • (i) yy 

7. 2x + 5 -« 8 10. x^ » 2x 



3^. Ermncladbs cme '' contlenen deslgualdades ' 

conslderamos dos niineros diferentes cualesqulera, uno de 
"63X08 . sei*^ menor que el otro. . ^Es esto alempre clerto? NSe nos ' 
3uglere, pues, otra forma verbal qiae usaremos en enunc|.ados num^~' 
« ricos, Usamos el simbolo " j< " para 9lgnilflca.r "es menor que*', y 
" > " para signlfloar "es mayor, que". , 

. Para evltar*con%ASl<5n en el uso de estos slmbolos, debes re- 
coiyslar que en un enunclado clerto, tal corao 
' 8 < 12 ' 

' o tambi^n 

12 5^ 8, 

la p\anta clel almbolo (el extreme pequeKo) seflala hacla el mds j>e^ 
queao de los dos ni5mero3. / " ^ ^ 

Halla los dos puntoa' en la recta ni^m^rlca que corresponden a 
"8 y a 12. ^Cudl de ,^llo3 queda a la Izqulerda? iCorrespohder^ 
^ slempre el menor de dos n\5raeros al punto que queda a la Izqulerda?. 
Verlflca tu contestaclon locallzando en la recta num^rica puntos 
corres^ondientea a varios pares de niimeros, tales como ^ y 2»2| 

. De iguat manera que " ff " slgnlflca "no es Igual a", as! " ,f ' 
slgnlflca "n6 es'mipbr que". ^Qu^ signlflca " 4 "? 

Conjunto de pi^lemas 3-5 
^Cudles de los slgulentes enunc'lados son ciertos? ^Cudlee son 



false a? 


Usa la recta nura^rlca como 


ayueftp*para tomar una decision. 


1. 4 + 


5 ^ 3. +'4 ■ 


7. 


5.2 - 5.9 ^ 4.6 


2. 5(2 


+ 3) > 5(2) + 3 


. 8. 


2 + "1.5 > 5.5 • 


p» '2' + 




9.. 


2 + 1.5 f 5.3 


4. 5 + 




10* 


4 + (3 + 2) ^ (4 + 5) + 2 


5. 2*> 


2x0 




|(8 + 4) ^ 8 -f-^l^x 4 


6. Q. 5 


+ 1. 1 « 0. 7 + 0.9 


12. 


5 + (2+1) / (4 - 1)2 \ 



• ' * , ' ■ , . ■ ■■ ■ • ■ • . ■ \ ■ 

5-6. Enunciadoa ablertoa g-ue contlenen dealgualdades 
^ ' iCudl ea el coniunto de validez del enunclado at>lerto 

/ ' ' / . X + 2 > 4? ■ , ;, ; , ' ^ 

l>odemos* conteatar. esta pregunta d^ la aiguienj^e manera:, Sabemoa . « 
^ que el con Junto de validez de . ♦ . 

\ X +*2 = 4 . 
ea (2). Cuando/ x ea un numero maycrr que 2, x + 2' sera un. 
n\limero mayor que 4. " Cuettido x ea un numero mend^^ue 2, x + 2 
Bei»a un niSraero menor que 4.. AaJC, todo niSmero mayor que 2 har^ 
el enunciado clerto y todoa loa demda nilmeroa lo harin falao. Ea 
declr, el con;Junto de validez del enunciado "x +' 2 > 4" ea el oott- 
. Juftto de todoa loa .numeroa caayorea que 2. ' 

I,a gS'^fica de eate con Junto de validez ea el conjunto de, todoa 
loa puntoa de la recta num^rica euyaa coordenadgia aon mayoree que 
2. Eate ea el conjunto de todoa loa -puntoa que eat^ a la der.echa 
del punto con coordenada , 2 ; 

^ 1 H~r-- 6 - n . I ' ' I > ' I » 

, 0 t«2 3 4 5 6 

- Como otro ejemplo conaldera la griflca del conjunto de validez 

de . . • , ' 

V " 1 + X < 4. J 

Conjunto de validez „ ' Grdfioa 

Todoa loa numeroa de la arlt- * * 

metlca deade el 0 haata'el ♦ I . • J$ 1 — 

0 12 3 4 5 

3, Incluyendo el 0 pero no , 

el 3. , ■ . 

Se acoatumbra llamar igualdad a un enunciado aimple que com- 
prende el aimbolo " = y dealgualdad a un enunciado que comprende 
uno de los almboloa " < " 6 " > ". Una Igualdad que contenga varia- 
ble© ae llama igualdad condlcional o ec'uaci6n, y una desigualdad 
que contenga variablea ae llama dealgualdad condlcional o Inecuacidn. 

Conjunto de problemaa 3-6 ' * 

1. Detertnina en cada caao si el conjunto de loa puntoa raarcadoa 
™ conatituye la grdfica del conjunto de validez -del enunciado , 
abierto. Si no lo es, expllca por qu^. 

(a) 2 + X = 4 0 1 2 3 4 5 6 7 
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(c) ; 2y « 7 

(d) x> 1 > 

(e) ' 2x > 5 



4^ 

0 


1 r J 
1 


2 


,'»-^ 


- — 1— 

- 4-; 


I 

5 


■ 1 
6 


— h— 


0 

-1— 


1 

1 ■ 


2 


H 

3 


» 1 

4 


^-4 — 
' 5 
— 


-r 


"\ 
7 



2 3 » 4 . 5 6 

4— 



2, plbuja las graflcas de loa oon<3untos. de validez de los slgulentes 
, enundados ablertos: . " 

(a) y « 5 .(h) , 5 + y > 4 

(b) X / 2 ' (i) 5 + y /' 4 

V . (c) X > 2 . (3) m • . 

(d) ^ty^-^ ^ (k) m>'5 ^ • A 

• Xe) . 3 + y ?^ (1) x(x + 2) ,« 4x 

(f) 2X- 5 ■ " " (m) 1=4 " . ' : 

(g) .2x > 5 *•* . . (n) 3a + 2 = 3(a +.2) 

3, A contlnuacion aparecen algunas gi»dflcas. En cada caso, heaia 
el enunclado ablerto cuyo con^unto de validez. estd repreaentado 
por la correspondlente grif ioa. t * 
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0 1 
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1 2 3 

<°^^ ^ < ^ 4 5' 

-4, • SI el domlnlo de la variable en cada uno»de los aigulentea 

ehuncladoa ablertoa ea el cpnjunto * (0, 1, 2, 3, 4, 5),^halla 
el conjunto de validez de cada yxi^o y dibuja la graf ica del 
mlamo* 'i 

. (a) 4 + x=7 , (d) x+5^6 

(b) 4x 5 = 6 . (e)^^ 25t + 6 » 2(x + 5) 

(c) 2x > 5 . — . ' ^ 

5« SI el domlnlo de la variable en 'cada ttno de los enunclados 
ablertos del problema 4 ea el 5>on Junto que conelste en 0, 5 
y todoa los numeros mayorea que 0 y menorea que 5, halla el 
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ccmiJunto de-valldez d$ cada uno y dlbu^a la graf lea d^l mlano, 
6. 4<Ju^les de'los ooii^fmtps de valldez en"los problemas 4' y 5 
. son con^imtos f lnitoB? . ' 



3.-7* E nunclados con de unia clausula « 

Todos los enunoiaclos discutjLdoa hasta ahp^?a han side sen- « 
clllos — es i^eclr, contenian solamente una fo«na verbal.' Consl- 
de3t»emos un enunclado coBip^ " . . ' 

• ' ; . t ^ +4 5 y 6 + 2 - T. ^ , 

De primera Iragpresldn creerds que^hemos escrl-to dos enunclados. 
;Pero, vSl lees el enunclado de Izquierda a derecha, ver^s que un 
enundado compuesto en el cual la conjun6l<5n enlaza dos cli^lusulas. 
Be maneira que en ^a raatem^tlca, corao &n el lenguaje corrlente,' en- 
con tramos enunclados deciarativos que estdn compuesto s de enun- 
— c±ados~TSXn5ples, . . • • 

Recueixla que un enunclad^num^rlco ea clerto o falso. EL 
enunclado Qotapueato, ^ 

*• . 4+1 = 5 y 6 + 2 = 7* 
t es. Indudablemente falso, debldo a que la palabra quiere declr 
^ "ambas" y en este caso la segunda de las cldusulas es falsa. El 
enunclado coiapuesto, - « 

3 t i + 2 y 4 + 7 > 10 f 
es cle»to, debldo a que sonbas clausulas son enunclados clertos. 
En general,* un enunclado compuesto que lleva la conjuncldn 
2; es clerto si todas su^ cLfesulas son fenunclados clertosj de 
vOtro modd serd faiso. 

Conjunto de problemas 3 -•7a 
iCudles de los slgulentes enunclados. son clertoa? 
1. = 5 - 1 y 5- - 3 + 2 ^ / 

6 < 1x9 \ 




6. 3.25 + 0.3 / 6.25 



Consldera ahora el enunclado, - ^ 

• . 4 + 1 = 5 <5 6' + 2 = 7. . 
£8t§.e9 otro tlpo de enunclado compuesto en el que la conjunoldn es 
V *o,' Aqul debemoa ser muy culdadosoB, Posiblemente, loa enunciados 
IJ^agut^^ a esclarecer Ja sltuacl^n. Si deci- 

mbs, "Los Yajnkees o los Indies ganar^ el banderln", queremos declr 
que solamente uno -de los dos ganaraj oiertamente/ los dos no pueden 
ganar. ^Pero cuando decimos, "Ml paquete o el tuyo llegar^ dentro 
de una semana", cabe la poslbllldad de que lleguen ambos paquetes, 
^on esto queremos decir que uno o mas de los paquetes llegara, lo 
\ a que InclUye la poslbllldad de que lleguen ambo8« ^Esta segunda 
lntei?pretacl6n de la con June i6n "o" resulta mds aproplada para 
nuestro toabajo en raaterndtlqa. ' 

Por uo tanto, acoiviamps que un enunclado compuesto que lleva 
la conjuncidn o_ es clerto si una o mds de sus cldusulas son enun- 
clados clertos: de oti»o modo serd falso. 
Claslflcamos a • , 

^ if + 1 r= 5 (5 6 + 2 . « . 7 
como un enunclado compuesto cierto porque su primera cl-iusula es 
un> enunclado clerto j claslflcamos tsgmbl^n a . 
- ^ • 5 •< 4 + 3 c5 2 + 1 / 4 

nunciado corapuestp-cierto,. porque una o mds de sus cl^u- 
sulas son ciertas (en este caso, ambas son clertas). 
lEs .el slgulente enunclado falso? 

3 ^ 2 +' 1 (5 2 > 4 + 1 

^Eor qu^?^ ^ 

ll >Conjunto de probleroas 3 -7b 

^Cu^es de los sigulentes enunciad&s son ciertos? 
„ M. 3 = 5 - 1 <5 5 = b + 2 ' 

2. • 7 = ^ -i^ I <5 2 = ^ - I ' ^ 

• 3, 4 5- 3 + 2 6 6 < 5 + 1 

4. 2 + 3 > 9" X J .y 4 X I ^ 6 • 

5. 6.5 + 2.3?^ 8.8 6 ^ <'^ \ 

, 6. 5 + 4 < 9 <5 I ^ . 
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3-^8» Grdflcas de con.1\intos de valldez de enuncladoa a'blertos' 

compueatos . 
. ^ Hasta ahora, sdlo. hemoa consideradtr graficas de enunclados 
simplea. Lah graflcaa de un enunciado al>ierto corapueato requleren 
t3?atamiento eapeolal, Gonaideremoa el en\jnciado abierto, 

X > 2 6 X « 2. ^ 
cl^usulaa d^ eate enunciado y las gr^ficaa correapondientea de 
"sus conjxmtoa de ^valldez son laa sigulentes : 

V. 

■• ' • ,^ ■ X ~> 2. \ I » - 1} ■ I \m ' " . ' 

^ V 9 1 2 , 3 4 

^ X = 2 r+- 



- 12 3 4 

SI un ndmero pertenece sSL conjunto de valldez del envinciado 
"x > 2" 9 al conj\anto de Valldez^el enunc|,ado "x = B", entonqes 
pertenece al conjunto de valldez del enunciado compueato "x > 2 
^ <5 X «= 2". Po^ 10 tanto, todo mlinero mayor .que o igual a 2 . , 
pert.enece al conjunto de valldez. For otra parte, cualquler 
niamero menor que 2| hace falaas arabaa clduaulaa del enunciado 
compueato y por tanto no "pertenece al conjunto de valldez. La 
grdflca del conjui^o de valldez sera, pueaj * ' . 

. X > 2 ^4 X = 2 H 1 — ■ » 4 ' I i» ' 

/ O 1 2 3 4 ' • 

Bl enunciado "x >"2 6 x = 2" aal: "x ^ 2". 
Eate ae lee, "x ea maypr que o Igual a 2". iQu^ quereinoa declr 
por " < " ? ^'I 

Hagamog una: 6xpoalel<5n preclaa del^ prlnciplo comprendldo : ■ / 
La gr^flca del conjunto de valldez de un enunciado compueato 
que llfeva la conjuncl6n q conalate en el conjunto de todoa loa < 
puntoa per|;eneclente3 "a cualqulera de las grafl6as de las doa 
clduaulaa del enunclddo. ^ / 

/ Plnalmenfce, conslderemos el problema cie construir la g'rafica 
de eiiunciado abierto tal como 

X > 2 y X < 4» 

De nuevo, empezaraos opn laa doa clduaulaa y laa grliMcaa de aus 
conjuntoa de valldez: 
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H * ^ ." 0 12 3 4 '5 . ■ 

De aqul se desprende (Aisando vxi argumentb parecido. -al anterior), — 
que la grafica del conjurto de ^alidez del enui^ciado compuesto es 

X > 2 y X. < k -I— — « ^ ' ' ^ — 7 i 
, 0 1 2 3 4 ^ ^ / 

A veces escriblmos "x > 2 x -5 4" en la forma "2 •< xv< 4". 

Vemos que ,1a grafica del conjunto de vallcCez de un enunciado 
compuesto que lleva la conjuncldn ^ co^si^ste en todos los puntos 
coraunes a las grdficas ,de los con Juntos ^de val'idez de las dos 
cldusulas . del enunciado. 

Hemo3 necesitado muchas'plilabras, ^escogidas culdadosaraente, 
para describlr las div^rsas relaciones entre enunciados, conjuntos 
*de.validez y graficas. Hasta ahora^ consistentemehte heraoshecho 
referenda a la grafica del c onjunto de" >alidez de un enunciado 
abierto; en el futuro, usaremos en cambio la frase abreviada 
fgraf lea de un enunciado. Esta sera una descripcidn mis sencllla 
y no habrd confusi6n >'Si recordamos su verdaderp signlf icado. 

. Tambl^n para abreviar, convendra Jiablar del punto 5 6 del 
pun to ^ cuando nos referimos al punto cuya coordenada ea 3. <S 
al punto cuya coordenada es p Sabemos* que 'puntos y n\Sraeros son 
entldades dlstintas, pero tambi^n hay una corresponder^ci^ deflnlda 
entre ellos en la recta numerlca- H Cuando. haya ' algiinia poslbllidad 
de confusl<5n, nos acordaremos de uear las deserlpciori^s completas. 

Con.junto de problemas 
Construye las graficas de los slguientes enunciados abler tos: 

U X = 2 6 X = 3 - 

■\ ■ . • 

2. 3C = 2 y X = 3 ' 

3.. x\> 5 o X = 5 " • ■ - , 

.4, . X > 2 y X < 

5. " X ST 5 V x = 5 

6. X -i 1 = 4 y X + .2 - 5 " • ' • ■ . 

7. ■ X +; 1 6 X + 3 = 5 . 

8. X > ' 3. <5 X - 3 ^ ' " ' ^" I 
, 9. X ■< 3 <5 X = 3 
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. .. / <i 3 lj^ 9 »- ■ R sswroeiM^Q— ^p^itR^Aadoa- - 'ab4-€^^ v ■ : *- ^ s / , 

Hemoa exM^ada algunoa ^nunoiados y hemos vis to que csWa . - 
uno puede s^^<?claalficado como 'clerto 0 falso, pero no como ambsLa 
latilecimos tambi^^n un conjunto de sdCmbolos para Indlcar 
entre niiimeros i • • . : . '. \ 

qulere decir "es" o "es Igual a" 

qulere declr "no es" o "noes igual a" " * • 

qulere declr "es menor que" , . . ^ 

" >' " quiere. declr "ea m^or que" ^ ,' , • 

; " < " qulere jjaeclr Vea meppr que- o Igual a" . r * ' . 

. " > ♦« qulere^ declr "es mayor que o Igual a" ▼ . • \ 

HenRjfB. eatudlado enunciadoa contf)uestoa que^ tlenen dos cl^uaulas, 
SI laa clauaulaa eatdn unldas por la palabra £, el enunclado aer^ 
jcsAerto al al menos-^na de ellaa es clertai de otro modo ser^ falao.., 
SI laa clduaulaa est&i u^ttldaa por la j^alabra £, el enunclado aer^ ■ 
clerto al ambaa clduaulaa son clertaa^ de otro modo aerd falao., 
Un enunclado ablerto es un enunclado que contiene. una o tn^s 
yarlablea. . * 

EL oonjunto de valldez de un enunclado ablerto que contiene 
una variable ea el conjunto de todoa loa "niSmeros que hacen que el 
enunclado sea ciertoi El enunclado ablerto actiia como una' crlba' 
para aeparai^^ el domlnlo /^(?^a variable en dos subconjuntosj un* 
aubjijpn Junto de mlmeros que hacen que el enunclado sea clerto y 
un aubconjunto de niSmeros que hacen que el enunclado sea falao. » 

La grdflca de un enunclado es la grtoca del conjunto de 
valldez del enunclado. ,^ 

Con Junto de problemas 3-9 
Detemlna el conjunto de valldez de cada uno de los sigulentes 
enuncladQB ablertoa y r^pres^ntalo grdficamente. A contlnuacldn 
tlenea algunos e Jemplos de c<$mo podrlas expresar los conjuntos de 
valldez: 



Eaunclado alalerto Gonjunto de vallclez ? . « . 

- X + 5 « 5 {2} ^ ' * - 

2x /.X + 5 El conjfunto de todos los ixdmeros de la arit^ 
, * m^tlca except© el, 5* , - - 

X + .1 < 5 El eonjunto de todos los jnSmeros de la arlt- 
? , m^tlca menores que 4.. '- 

, ' 2x > 9' El con4unto de n\lmeras" q-ae-jconsiste^en "'^t* 

y todoai los nilmeroa mayores que ^ A , 

1., z + 8 = 14 " ' ^ 11. bx^^ 12 ' 

2. 2 + V ■< 15 . ^ - 12. (5x)^ = 36 | 

3. • 2x = ' .J I .'15. 9 + t < 12 6 5+1/6 

4. *6 > v1 + 5, y 5 + t « 4 14. 5x +* 3,^ 19 

5. 6>,1+5 6 2>H = 1 15. (x - 1)^ = 4 

6. x^ »x . . 16. 3x = (8 + x) - 2 

7. X +-2 « 3 ^5 X + 4 = 6 17. x^ - 3x + 2 .5 0 

8. ■ I > 3 ' . 18. t + 6 :< 7 y t + 6 > 7 

9. 't + 4 ..= 5 <5 t +' 5 / 5 19. 3(x -k 2) = 5x + 6 

10, 3a?^ a + 5 * • 20. t + 2 / 3 7 8 + 2 < 5 • : 
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3-10. Elemento Idsntldad . * 

Consldera los conjuntos de valldez de los enunolados ablertos 

V + X «= 5 
3 + y = 3 

11 * 
2"g' + a = 2'g^i 

^Te parece que. el con junto de validez de cada uno de eetos 
enunolados es (0)? iPara qu^ nilmero n sera cierto que 

n + 0 » n? ♦ 

Aqul tenemos una propledad Interesante^ue llamaremos la pro - 
pledad adltlva del cero. Podemos expresarl^ en palabras asl; "La 
puma de oualquler ni5inero y cero es el ntlmero mismo". 

En el lenguaje algebralco podemos expresar esta propledad de 
la manera slguiente: 

Para todo nilmej^o a, .v ■ 
" ' a + 0 » a, . 

Al "cero lo llamatnos frecuentemeipite el elemento Identldad £ ' 
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/ tieutral para la suma ^ ^T*^^® ^ sumarlo a- CTJialqua.er..n\lmero ob.tene- . 
, \ mos como resultado id^nti'^amente el mismo nxSmero, 

» , iExlste un elemento Identldad para ia multlpllcacl<$n? Consl- 
r'-.*^era loB con;^i1a1K>¥^de~v^^ abiertos s 

■ : ^ . ^"" 5 - . ' 

• . .7 » .77 ' 

> ■ _ n(5) « 5. ..\ , ■ • 

. Seguramente encontraste que el conjunto de v^ldez de cada 
^ wno de estos enunclados es (1}. ... ^ " 

' Asi, ^ . 

'n(l) = n 

lyarece ser enunciado clerto para todos los niimerod* A eata. 
propledad la llamaremos la propledad multlpllcatlva cle^ uno, iC6mo 
podrias expresarla en palabras? 

. En el ienguaje algebraico podemos ejjpresarla de laVanara,^ 
slguiexite:. \ . \ \ ' 

/ Para todo rnimero a, 

^ a(l) s a. . , 

Podemos ver ,que el eJLemento Identldad para la multlpllca^i<5n 
es el' 1,, ' ' , ■ ' •■, 

EL cero posee otra propledad q-ue se har^ evidente al, con-: 
teiltas las sigjtiientes preguntas j * . 

1 . iCual es el resultado de raultlpllcar cualquier mimero de 
la arltra4tlca por 0? • «^ • 

2. SI el producto de dos nilraeros es 0, y uno de ellos-es 0, 
iqu^ puedes declr aoerca disl otro? ' - • 

A esta propledad que se ba hecho evident e, la llamamos la 
propledad multlpllcatlva del cero y la podemos expresar de la 
manera slguiente: 

Para todo niiraeib- a^ 
"^ ^ ' , a(0) « ,0. 

Estas propledades del cero y del uno son muy li tiles. Por 
ejemplo, usamos la propledad multlpllcatlva del uno en la arlt- 
m^tlca cuando trabajamos con niSmeros raclonales« Suponte qu^. 
. deseamos hallar un numeral, para ^ que sea una fracci(^n con . 18 
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oomo ctenomljaador, Entre tddos los nombres del 1, tales como og> 
I** §» •*•* .^8<*<>8emos "I"" porque y ea el nT^merp que''al multlpll- . 
1. <}#rae - por ^ 4a ' 18, Entonces '^endremo8~7~ • > '"'> 

Suportte que ahora queremos sumar 1 y . Paiia hacerlo convendrla. 

hallar otros nombrep para *• y nombres g.\Ae/seaii fra<^elosries pon 

„el mlsmo denomlnado^ iQu^ denominator debemos escpger? ' Tendra - 
que ser \in mdltiplo*?de 6* y de. 9, pero no podri aer O; Asl, 
36, ^18, <5 5^1-, 6 muchos otros, son poslbles^eleccionea. Para 
ma^or senclllez escogemos el mds pequeilo, 18. (A ^ste le llamamos. 
eX- mlnlmo coTudn mdltlplo de 6 y 9.) Ahora, para sumar ^ y ^, 



y€^ setbemos que 
Andlogamente, 



18 




0 



Entonces 



14 
18* 



Ejemplo. Halla un nombre corrlente para 



^ + 5 + 5 21 ' 21 

- 7 f ' 



< Conjunto de problemaa 3-10 : 
; En los problemas del 1 al 10, llustra. c($mo usas ias pro- ' ^ 
pledades desL 0 y del 1 para eiicontrav un nombre 'corrlei^te^para 
. ^ada uno de 1-ps slguientes; " . - , , 

- u-^.i: . ■ ■ . ■ . • 
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• ^ 5. 27 +.-((l5| + -Z^) - is) 
• 7. 163(-^ + * ^ ■» 

" 10. " - 5)(3f(5280) ■ . . - 

Xa) 51 sabes que el ppoduoto de doa n^meros es 0 y que \ano 
. de lOB jnumero* es 3> ic^Vi^ puedes declr acerca del otro 
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, (b) SI el pr oducto tte dos numer oa es 6, ^qu^ puede s declr 

• \ acerca de por.lo4nenos uno de ellos?' . 
^(o) ViPeiroite la. propiedad multlplicatlva'del ^ 0 contestar 
Istas^ preguhtas? iQu^ otra propledad del 0 esti im- 
* T^lclta aqul? ■ . ; * 
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5-1 1» ClauBura » " • ' ^ ' ' ; 

Hasta ahora en nuesljro trabajo, hemos" cpmbinado f recuerjtemente 
dos nuraeros, medlante la suma o la multiplijcacltSn, para obtener otfo 
ralmero. Basandonos jen nuestra experiehiJia_ anterior, nunca heittos 
- tenido duda de que' el resultadb slempre ea^un •li'dmero,' Sin embargo, 
hay algunas trlbus primitlvas que s6lo 's^ben contar Hsista tres. 
Suponte que trataras ^e 'erisefiar a tales .perSdhas a sumar— ^qu^ lee 
dirlas al llegar a sumas como "2 +"2" y *^!2 V 5"? Obvlamehte, ten- ; 
drlas que ampliar su con junto de riilmeros de manera.que ia simra -4e 
•d/Ds numeros cualesqulera fuera un riTSmeroi del conjunto, ^ J 

El conjunto de los mSmeros de la arr&«^lca tlene esta prople--; 
dad; es decir, la auma de das cualesquj.era de estos niimeros es aleai- 
pre Un n"umero del conjunto, Cuando ae 'efedtua una cierta operacldh 
icon los elementosvde un sub con Junto dado de los.Jjuraeroe de \la arit- 
m^tlca y obtenemos slei^pre como resultado^un niimero de este st^bcon- 
Junto, decimos que el suboonjunto es cegr^a respecto de Ta opera - - 
cl6n^ For lo tanto, decflraos .que el cohjunto de*los numeros de la . 
arltm^tlca es cerrado respecto de la suftia . . AaS. tarablen,. este con- " 
Junto es cerrado respecto de la multlpllcacl6n ya que el producto 
de dos nume3X)s cualesqulera e? siempre un nuraero. ' Expresamos estas 
propleda^es en lenguaje algebralco como slgues 

Propledad de clausura de la auma t Para todo niSmero a y to do 
'nCimero b, a + b es un nt5mero. - t 

Propledad de clausura de la multlpllcacldn ; Para todo n\5mero 
.a y todo niSmero b^ ab' es un n^Smero. , ^ ^ 

' • „ ' • . 



^ 3-12. Propledades asoclatlva ^ comutatlva de la suma de la 

inultlpllcacldn _ , _ ' • ' 

* . En el capltulo 2 discutlmos varlos modelos para construir 
, enunciados 'cle^tos acerca de nilmeros y vlmos qwe'esos raodelos 
• ^stabaQ estrecharaente relacionados con iniuchas de las t^cnlcas de^ 
la aritm^tlca. ^Cu^les eran' algunos de estos modelos? Per ejein- 
pio, encontramos enunciados clertos tales como 
, \ (7 + 8) + 3 = 7 + (8 + 3) 

(1.2 + 1.8) + 2.6 = 1.2 + (1.8 4,2.6). ■ 
De estos ejeraplos derlvaraos^una ley para enunciados ciertos* que 
^xpresamos en palabras como slgue: Si aflades un segundo raSraero a 
. un primer niSmero, y despu^s^un tercer numero a esa suma, el re- 
sultado es el-misrao qtie si suraas el ^segundo niSmero y el tercero, 
, y luego aaades su suma al primer mimero. iComo se llamaba esta' 

.propiedad? * * . 

' ' El lenguaje algebralco con el que nos hemos estado famllla^i- 
,- sfando nos permite presentar, al Igu^lque en el caso de las pro - 
pledades del 1 y del 0 que aeabamos de estudiar, un enuncikdo 
relatlvo a la propiedad anterior en este lenguaje. . Tenemos que 
ocupamos" de tres nuraeros (no necesariaraente distlntos) a la vez. 
Llaraemos "a" al prlmero de ellos, "b" al segundo y "c" al tercero. 
"Afladir un segundo. numero a un primer mjra'ero" se representar^ por 
"a + b"j "afladir un -tercer numero a esa suifia" se representara por* 
"(a. + b) + c". (fcPor qu^ Intercalpnos los par^ntesis?) Escribe 
jla 'segunda parte de nuestro^ enunciado verbal en el lenguaje del 

es el mismo" nos dlcen ahora 
.que tenemos dos nombres para el mlsmo ni5mero. Entbnces nuestro 
\gnunciado resulta ser , " 

, (a + b) + c = a + (b + *c). 
' iPara^ qu4 numeros 'es^ o±erto este .enunciado? Anterlorraente habiamoj 
^ llegadoj^ la.eonclus.i<5n de que es clerto para todps los numeros. 
' i^or lo, tanto, f Inalraente* escribimos : 

Para todo numero a, ^ara todo numero b, para todo n\5mero' -c, 

'(a M- b) + c = a + (b +^ c). . • 
Otros enunciados clertos eran de la TotTha^ 
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3 + 5 = 5 + 3.* 

Llamamos propledad conrautatlva de la suma a la propiedad que nos 
dJLee que todos los enunciados que slguen esta ley son olertos. La 
lexpresamos en palabpas asl: Si dos niSmeros'se suitian en drdenes ♦ ' • 
distlirtos, los resultados son los mlsmos. Bicho -en loaguaje" alge- 
braico: - 

Patra todo niSmero a y todo n^me3?9 b, 

a + b=:b + a* * "'x 

( iComo e3cp3pesarlas la propiedad asociativa de -la raultipllcacit5n 
en len^suaje^algebraico? 

iQu^ propiedad estd expresada por la siguiente aseveracidn? 

Para todo ni5mero a y todo niamero ^ "b, \ 

ab = ba» ^, 
I Esjjas propiedades de las operaoiones nos permit en escribir 
f rases abiertas en "otras forraas"* Por- ejemplo, la frase abierta 
3d(d) puede escribirse como 3(d • d), esto es, 3d^, si aplioainos 
la propiedad asociativa.de la multiplicacidn. De modo que, dos 
"forraas" de una frase abierta son dos hunieral.es *para el misrao niiraero. 

Entre las propiedades que acabamos de considerar estan las de 
connjutatividad de la suraa y de la multiplicacidn'. iPor qu4 nos 
interesa tanto saber si son conrautativas operaciones binarias tales 
corao la suma y la multj.plicaci6n? ^No son conmutativas todas'las 
operaciones de la aritra^tica? Xntenteraos averiguarlo con la divi- 
sion, por ejemplo. Recuerda que - 

• i 6 + 3 • ^ • 

signiflca "6 dividido por 3". ' Examina ahora si , 

6 + 3 = 3 + 6 

es un enunciado cierto. Esta es eyidencia sufi^iente para mostrar 
que la divisi6n no es una operacidn ooranutativa. ( Incident almente, 
podrias hallar alguna a y alguna b de raanera que 'a + b = b + a?) 
^Es. asociativa l,a operacidn de division? 

Otro ejemplo muy interesante en el caso de los ni^meros naturales 
es el siguiente: Sea 2 ** 3 definido corao (2) (2) (2) y 3 ** 2 
cpraiO (3) (3). En general, a ** b sighificara que a se ha tornado 
b Veces comp factor, ^Es cierto el siguierfte enunciado: 



; . > 5 **. 2 « 2 5? ' 

iLlegas la conclusi^Jn de que esta operacl<5n blnaMa con los nil- 
meros naturales ea conmutatlva? iEs asoclatlya? 

Tal vez objetards que este'segundo ejemplo es artificial. 
Por el .contrario, la opei»acl<5n def Inlda arrlba se emplea 

realiBfente en el lenguaje de algunas domputadoras dig! tales, Veris 
uHta mdquina traloaja major si se le dan^todas las Instrucclones en 
(na sola ldjiea,ry por esto se lde<5 una notacldn "lineal" para esta 
^operacltSiJpi. Pero debes ver que para la maqulna el orderf de loa 
n\imeros en esta operacltSn es rauy significative* ^Hay alguna 
restrlccl(5n en cuanto al tlpo de niimeros con los cuales podemos 
efectuar la operacldn **? . " . * 

^ - . 'Gonjunto de problemaa 3-12 

1. SI X, y aon niSmepos de la arltra^tica, la propiedad de clau- 
sura nos asegura qu^ Jxy, 2x, y por lo tanto, (5xy)(2x) son 
n\ilmeros de la arltm^tlca. Entonces, la^ prppledades asocla- 
tlva conmutatlva de«la multlpllcacldn nos permlten ^escrlblr 
estaC tiltlraa expresldn en ptra forma: 

(3xy)(2x) (3 • 2)(x • x)y 

= 6x^y. • • 

Como el ejemplo anterior, expresa en otra foiroa los slgulent.es 
produetos Indicados: 

(a) (2m) (mn) " (d)" (|ab)(6c) ^ ' 

V (b) (5P^)(3q) (e) (I0a)(l0b) » 

(c) n(2n)(3m) (f) (3x)(l2) 

2, SI X, y son nxameros de la arltm^tlca, entonces la propledad 
de clausura nos permits considerar a 125c^y. oomo un numeral^ 
que representa un solo rnlmero. Las propledades .conmutatlva y 
asociativa de la multl]^llcaci6n nof permlten escrlblr otros 
numeral es para el mismo n-dmero. (4xy)(5x), (2x)(6xy) y 

(I2x y){l)^ son algunas de las muchas formas en que podemos '"^ 
escrlblr 12x y como produetos Indicados. Analogamente, 
escribe tres poslbles produetos Indi^cados para cada uno de 
los slgulentes: * 

(a) 8ab^ (b) 7xy^ 
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lOnjn 



(e) 64^bc^. 



2c 



(c) 

(d) x2 y2 (f) 

iCu&LeB de los slgulentes enunciados son clertos para todo valor 
de la variable?,. Expllca cudles de las propiedades te ayudaron 
ep cada case, . , ' • 



(a 

(b 
(c- 

(d 
(e 
(f 

(g 
(h 

(1 

(J 



<a 
(a 



(b) 



m(2 + 5) = (2 + 5)m 

(m + 1)2 = (2 + l)m 

(a + 2y) + b = (a + b) + 2y 

3x + y = y + 3x 

(2a + c) + d « 2a(c + d) , 

2c 6 o 6 + 2c 

.5b(200) = 200(.5b) 

(2uv)z « 2u(vz) 



s 



m 



111 



3x + y 



X + 3y 



Sea el con Junto A <= (0, 1) 



cerrado 



iEs A cerrado respecto de la suma? 
iEs A cerrado respecto de la multlpllcacl6n? 
^Es el conjunto S de ^todos los multlplos de 6 
respecto de la sjiina? 

iEs el conjunto S cerrado respecto de la multlpllcacidn? 
Deflnamos»algunas operaclones binaries distlntas a las' de la 
suma y la multlpllcacl<5n. Usaremos el slmbolo " • " y leeremos 
"a » b" como "a operacldn b", Gomo el simbolo que utlllzare- 
raos'tendra varies signlflcados, es Impresclndlble definlrlo 
cada vez que lo usemos. PS^S ejemplo, para ^oda a y toda b, 
si a » b slgnlflca 2a + b, entonces 3 • 5 = 2(3) + 5j 

a + b 




si 
si 



a 



b slgnlflca 
b slgnlflca 
b' slgnlflca 



entonces 3 " 5 =» 



(a - a)b, entonces 3 • 5 « (3 - 3)5; 
a + entonces 3 * 5^3 + (^)(5); 
(a ^ l)(b + 1), entonces 3 • 5 » 



, • b slgnlflca 
■ (3 + 1)(5|5^-^1). 

'Para cada una de laa Interpretaclones exj^uestas arrlba, escrllfe 



un numeral que repris^nte cada uno d^e los slgulentes 1 



3-15 . \ . ' ' -66- . 

(a) 2 • 6 > (o)' 6 » 2 

(fc) 6 ^ ' (d) (3 ^.2) 0 4 • 

7« ^Son conmutatlvas bperaclones blnarlas con numeros tales comq 

«^ que den^^il^s en el problema 6? En otras ^alabras, ^es 
ierto que para toda a !y toda b, a • b = b «> a? Examinemos " 
'algunos casos. Por ejemE|.o, si a ° b signlfica 2a V b, 
smos que 

. 3 ° 4 = *2(3) +4 
4 o 3 =2(4) + 3. 
Pern "2(3) +4 = 2(4) + 3" es.un enunciado falso. Por lo tanto 
conclulmos que la op«raci<5n aqul indlcada por el slmbolo " " " 
no es cbrirautatlva. Deterralna en cada uno de los slgulentes si 
la operacl<5n descrita es o no conmutativa: 

(a) Para toda a y to.da b, a « b = ^ | ^ 

(b) . Para toda a y toda b, a « b. = (a - a)b 

(c) Para toda a y toda b, a «>^b = a + ^ 

(d) Para toda a y toda b, a o b = (a + l)(b + l)\ 

iPuedes* conclulr, que son conmutativas las ^peraclones blnga»l^s 
en todo caso? . * , 
*8. iEs la operacidn « " asociativa en cada uno de los casos 

anteriores? Por ejemplo, si para toda k y toda bj a « b s= 
•2a + b, ies (4 « 2) o 5 = 4 » (2 » 5) un enunciado clerto? 
(4*2) 0 5 = 2 2(4) 4-2+5 
= 2(10) + 5 

^ . mientras que 

4 o (2 o 5) = 2(i^) + 2(2) + 5 

^ ='8 + 9^ 
Como el enunciado 2(lO) + 5 = 8 +>p es falso, conclulmos 
\que esta operacldn no es asociativa. Determina si las opera - 
cjlones. descrltas en el probleraa 7(a) .- (d) • son asociativas. 



3-13. La propledad dlstrlbuti.va ; 

Lo que estudlamos acerca de- los ni5meros en el capltulo 2 nos 



1 



ha mostrado ,v&rifa verslones de la propiedad distrlbutiva. Asl, 

15(7 + 3) -.15(7) + 15(3) . 

y . f , • • 

' (^)12 + 4)12 ^ + |)12 

son dos enunciados clertos cada uno de Ips . cuales, sigue una de las 
leyes que hemos estudiado. Hemos vlsto la iraportancia de esta prp- 
piedad para relaclonar sumas indlcadas y productos indicados. Pode- 
mos expresar ahora la propledad distrlbutiva; en lenguaje algebraic© s , 

Para todo numero a, todo niSmero^ > y todo numero c, '• 

a(b + c) » ab + ae... 
iEst^ esto de acuerdo con lo que expresamos "en -palabras en el capl- 
tulo 2? Comp hemos establecldo que "a(b + cT" y "ab + ac" son 
nuraerales para el mlsmo numeVo, podemos Igualmente escriblr ; 

Para todo nijmero a/ todo niSmero b y todo n\5mero c, 

ab + ac" = a(b + c). 

Podemos tambl^n apllcar la'propledad conmutativa de la multi- 
plicacldn para escriblr: 

Para todo humero a, todo numero b y todo nilmero c, 

(b + c)a s= ba + ca 

y tambl^n: ^ . 

Para t6do niSmero a, ^do m^mero b y todo mimero c, / 
_ ' ^a + ca = (b + c)a.' 

iCual de estas leyes slgue el prlmero de " los ejenqplos anteriores? 
iel segundo? ^ 

Cualquiera de los cuatro enunciados anteriores describe la 
propledad- distrlbutiva. Todas estas formas son latiles en el es- 
tudlo del dlgebra. 

EJemplo 1, Escribe el producto^ indlcado, x(y +3), como una suma 
Indlcada. 

x(y +5) = xy + x(5) por la propledad dlltrlbutlva 
' =« xy + 5x 

EJemplo 2. EscriTpe 5x + '5y .como un produeto indie-ado.- 

5x + ^y = 5(x + y) por la propledad distrlbutiva 
Ejemplo Escribe en una forma mds sencllla la frase abierta, 
5a + 5a. . 
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Ejemplo \, Escribe e» pna f oima mis sencllla la frase ablerta, 

. Ex + 2^ + 4x + 6y.. ^ ' • . 

• -+ 5y + + 6y (2x + 4x) + {3y + 657) 

' . f .por las "propledades aso- . 

; . ' * cl^tlva, y conrautatlva de 

• . > laj suma . . 

.„ \ , { . ■ . ■ , ' , » (2 + |")x + (3 V 6)y 

por la piHjpiedad dlstrl- 
butlva "' 

, ' ■ = 6x + 9y .. . 

♦ Conjunto de problemas 3-13a •^ 

1. Escribe los slguientes productos Indlcados como sumaa Indlcadas: 

(a) , .6<r + s) . (d) (7 Vh x). x 

(b) (b + 3)a • V (e). 6(8\+ 5) 

(c) x(x + z) (f ) (a'^ b)b 

2. Escribe las slguientes sumas Indlcadas como productos Indlcados r 

(a) 3x + 3y ' ! ' 

(b) am + an 

(c) x + bx Sugerencla:, X = (l)x 

(d) ^x +^y . ^ , 
.(eLA^a + a Sugerenela: iCdmo se define a ? " f 

- (f ) x^ + xy : ' * • 

3. Utillza las propledadee-asoclatlva, coranu^atlva y dlstributiva * 
para escribir, en la forma lo mds sencllla poalble, las slguien- 
tes f rases ablertas: „ - s^' 

(a) I4x + 3x • ' ' 

(b) |x + |x . , . ' 
V (c) |a + 3b + ^ 



(d) 7x i- I3y +' 2x + 3y ^ 

(e) 4x + 2y + 2 1+ 3x * 

(f) 1.3X + 3.7y V 6.2 + 7.TX . " ' 

(g) 2a + ~b + ^ ' ■ ~ • ' 

— i'» 
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La propledad dlstri"butlva expuesta en el enunclado: 
Para todo ndmero a,^ todo niSmero b, y todo nxSmero c, 

aCb + c) « ab + ac \ 
concleme a los tres n\5meros a, "b ^ c. Sin embargo, la pr^le- 
dad 4e dausura nos permits aplicar la propledad dlstributlva en 
.much09 casos en que una frase abierta contiene aparentemente mds 
de tree numerales. For ejen^lo, auponte que queremps expresar el 
producto Indlcado • 2r(s + t) como una suma. La^frase abierta con- 
tlene los cu at ro numerales 2, r, s ^ t. No obstante, la prople- 
dad de clausura nos permlte conslderar a 2r como el nombre de }m 
solo n\Sraero, de modo que podemos pensar en t^rmlnop de tres nume- 
rales, 2r, s . • 

2r(s.+ t) = (2r)(s + t) : 

= (2r)s + <2r)t ^ 
: * = 2r3 + 2rt , 

^ EJemplo 1. Escribe 5u(v + 3z) como una suma Indlcada. 
La propledad de clausura nos permlte conslderar a cada uno de los 
t^xmlnoB 3u, V, 2. 32: como el nombre de un n\imero, Entonces, por 
la propledad dlstrlbutlva ' ■ \ 

3u(v + 3z). = (3^i)v + (3u)(3z) \ 

= 3uv + 9u2 por las'priipledades con- 
. • rautatlva y asoclatlva de 

la muitlpllcacldn 

EJemplo 2^. Escribe la suma Indlcada, 2rs + 2rt, oomo 'un producto 

Indlcado. 

Esto lo podemos hacer de tres maneras; 

0) 2rs + 2rt = 2{ra) + 2(rt) 

« 2(rs + rt) 

(2) 2rs + 2rt « r(2s) + r(2t) ^' 
. t= r(2s + 2t) 

(3) 2rs + Ert = (2r)8 + (2r)t 



+ Ert = (2r)8 n 
X = 2r{s + t) 



Aunqus.,las tres fQrmas son correctafj generalmente preferlmos la 
tercera. 

E jemplo 3. Expresa el producto Indlcado, 3(x + y + 2), como una 
suma Indlcada. 

3(x + y + z) = 3x + 3y + 32 



1. 



2t 



3. 



Oonjunto problemas 3" 1313 
OEsqribe como una Qvima |jndicada bada unp de .los slgulentes 

(a) m(6 + 3p) ^ . (d) (2x + xy)x, 

(b) 2k(k + l) . . ' (e) (e + f + g>h 

(c) 6(2g 3r + 7q) (t) 6pq(p+ ^) . ^ 
iOu^les de los siguientes enunciados .son ciertos para todo 
valor de cada variable? 

(a) 2a(a + b)^a 2a^ + ab 

(b) 4xy + a (4x + y)y j 
(c.) 3ab + 6bc « 3b(a + 2c) • ' . 

. (d) 2a(b + c) = 2ab + c ' 
{e) (kx + J)x « 4x^ + 3 + X 
(t) iZy + xy) = (2 + x)y 

Escrilie corao \m product© indlcado cada una de 'ias eigulentes 
sumas indloadas: 
^a) 
(b) 
(c) 

(d) . 



3uv + V 
7pqv+ 7qr 
5x + 

2c + -4cd, 
2"- 



Sugerencla: 



(e) ! 3x + 6x 

(f ) xz^ + 2xz 



Piensa en 3x corned 
i^gerencia; 4cd 



(3x)(l)' 
J (2c) (2d) 



A continuac3.<5n presentamos otra apllcaclon lmportan1^^ de li 
propledad distributiya: . , 

Ejemplo 1. Escribe la expresl<5n, (x + 2)(x + 3),^ corao una suraa * 

Indlcada, sin par^ntesls. 
Si escribimos la propledad distrlbutlva, y debajo de ella el pro- 
ducto indlcado, podemos ver qu^ norabres deberaos tomar como nombres 
dlferentes de mimeros,^ 

^(bS c) = ^b + ^ac 

6r>2)^x 4>3) = 6r+i)x + {x + ?)3 

2 

= X + 2x + 3x + 6 propledad distrl- 
butlva > 

2 

B X + (2 + 3)x + 6 propledad distrl- 
butlva 

§ w X + 5x + 6 



iPodrlas. haber \isado una forma dlferente de la propiedad distrlbu- 
tlva para erapezar tu traba^o? . 

EJemplo 2* Esprlbe (a + "b){c + d) como una suma Indicada ^In 
, . par^ntes-ls. Justifica cada paso. 

(a.+ t){o + d) a (al+ b)c + (a + b.)d 

' ac + be + ad + bd ' t 

* 4 

CoYiJunto 4e problemas 3-1 3c 
Escribe como saunas , indlcadas sin par^n teals los^^sigulentea 
productos indlcados:* 

n (x + 2) — ^ h. (x + 2)(y + 7) ^ ; 

(x + l)(x + 5) 5* (m>n)(Tn-n) 

3v' (x^ a)(x + 3) 6. (2p + q)(p + 2q) 



5-l4» Resumen ; Propiedades de laV operaclones con^rrurneros de la 
• arltm^tloa 

Los nilmeros pueden ser' suraa<aos y multipllcados. Heitios, apren- 

« 

dido que los numeros y las operaclones relacionadas con ellos 
tlenen propiedades fundamental ek que llamamos, las propledades de 
loa n\5mero3. A. continuacidn haretoos una llsta de estas propledades. 

1. Propledad de clausura de la suma-; Para todo numero a y todo 
niSmer^ b, a + b es un numero. 

2. Propledad de clausura de la multlpllcacldn ; Para todo ^xjimero 
a • y "todo numero b, ab as un numero. 

Propledad oonmutatlva de Ua suma ; Para todp numero a y todo i 
nilmero b, a + b = b + a. * J 

4* Propledad oonmutatlva de la multlipllcacldn t Para todo numero 
.^j^.^ a y todo numero ab « .ba« 

5? Propledad asoclatlva de la suma : Para todo numero a^ todo 
numero b y todo numero (a + b) + o = a + (b + c). ' 

6% Propledad asoclatlva de la multlpllcaclon ; Para todo numero ^ a^ 
todo numero b y todo niSmero c^ (ab)c - a{bc). ^ 

?• Propledad dlstrlbutlva ; Para todo n\5mero a, todo numero b y 
-^odSi^numero c, a(b + c) ab + ac* 

SO 



^ Propledad adltlva del Ot Para todo^tSmero a, 
^ % V a + 0 » a. " 

9« Propledad multipllcatlva del . 1 ; Para todo niimero a, 

. ^ , ; : a(l) « a. " • , 

/IQ, Propledad tnul tlplloativa del 0: Para todo nilmero a, 

■ . \ '*%J(0) « 0. • , 

Canjunto de problemaa 3-1 ^ 
1^ Halla el nombre corriente de cada mio de los numeros que se • 
obtienen de . * 

llenando cada iMcr:^*de los blancos con mio de los slgnos + ^ X , 
- / y colooando par^ntesis para Indlcar sia agrupacidn* f Como 
ejemplos,* B ^ + Z) ^ 3$ 7 (8 + 3) x 2 « 22* 
2. En los ejerclclos slguientea^ escribe los productoa indlcados 
como sumas Indlcadas y las aumas Indicadas como productoa In- 
dlcados : 

. (a) (1 + x)5 / (b) 3ax + 2ay 

(b) + |a ^ (i) . (5 + y)y + 2y i ^ ' 

(c) 35(95) + 15(11) (J) <2 + a)b (2 + a)3 

Sugerencia: (2 + a) . es 
* t niim^ro, por la propledad de 

. clausura \ ' ^ 

(d) c + 2c (k) b + 3ab 

(e) (|- + j)y (1) ' 2a(a + b + c) 

(f) x(y + l) ' (m). (u + 2v)(u 4- v) 

(g) xy + X i^) (a + 1)^ 

. 3» Usa las propifflpwes de los numeros para escrlblr en tma forma 
mds sencilla aos slgulentes: ' i 

(a) 17X + X (d) n6a + •? +V.4a + .Jb 

(b) 2x t y + 5x + y (e) by + 2by ^ 

(c) 3(x + 1) + 2x + 7 (f) 9x + 5 + X + 2 .+ 1 lx 

*4. Aquf verds cdmo se comprueba si un mJmero cardinal es exacta- 
• mente divisible por 9, Segdn yayas leyendo, anota las pro- 
pledades de la suma y de la nmltipllcacldn qaf se usah. , 

( ^ 



ERIC 



81 



Atializa lo 8-igwiente ; • 
, 2357 « 2(1000) -h 3(100) + 5(lO) + 7(0"? ' 
= 2(999 +1) + 3(99 + 1) + + 1) + 7tl) 
. » 2(999) + 2(1) + 3(99) + 3<i) + 5(9) + 5(0 + 7(0 

^ (2(999) + 3,(99) + 5(9)) + ^(0 + 3(0 + 5<0 + 7(l)) 
= ^(111) + 3(11) + 5(0) 9 +■ (2 + 3 + 5 + 7) 
= (222 + 33 + 5)9 + (2^+ 3 + 5 + 7) ' v 
iKs 2357 divisible por 9? Boaplea el-mismo procedlmiento con 
35,87^. iPodrlas enunclar una.r§gla general para decidlr cuando 
un numero ca^i'dinal, es divisible por 9? 
^5. Examlna la estructura del siguiente cal^Mrib; ' 
19 X 13 19(10 + 3) T V - 

« 19(10) + 19(3)' (iqu^ propledad?) • ,„ 

19(10) + (T0- + 9)3 / . " • 

^ 19(10) + $0(3) + 9(3)) " (*qu4 propltedad?) . ; ^ 
« (19(10) + 10(3)) + 9'(3) (iqu^ propledad?) - ' 
« (19 + 5)10 + 9(3) (^qu^~propledades?) * 

El resultado final nos indica un.m^todo. para raujLtlplicai* niimeroa 
c.ardlnales entire 11 y 19^ Inpliislve: *Suma al primer niSmero 
la cif ra de las ui^daoies del segundo ni^mero y raultlpllca por 
10, luego aflade a este resi,iJbxado el producto de las clfras de 
las unldades de las dos ifumeros. Usa el ni^todo para multlplloar 
15 X 13 X 17j 11 X /e, . . . 

Pro^lemas de repaso 

1. (a) Describe yel con Junto H si s 
' / f« (21,^23, 234^2?V\..;, 49}. 

(b) . Consldera $1 conjunto de todos los niSmeros cardlnales 
' mayores que 20, ^Es H un sub conjunto de A? ^Es^A" 

un subcon Junto de H? ^ 

(c) Claslflca (|jjppio flnlto o infln^to cada uno de los^ conjuntos 
H y A. ; ; . .■ 

2. ■ Halla la coordenada de un punto que estd en la recta num^rica 

entre lo& dos puntos con coorden^das y iCudntos puntos 

;n hay entre estos dos? . . 

3. Considera el conjunto ^ 

T = (0, 3, 6> -9, 12, t.%}. 
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iEB T cermdo respecto de la operacidn de*«umal»?j iy res-' 

pectb. de "la opej'acldn .de "calcta&r la media aritm^tlqa" ? - * 

Se4.;el*. doiwlnlo de la variable* t el conjiiiito 'R ^ todoa* 

1^ ndmeroa ©atre "3 y 5» inclusive. . . ^ ^ . 

(ff^ Construye la grdflca del cohjunto • 

(b) Determlna si cada uno de 'los piguientes niSnrerOB e.s uh.\ 



iSerd clertb .cada uno de los siguientea',enunciados? 

• (5 + 3^ + 2(3)(j) i ' ; : • • ; 

J ' . : (f-f|)2=.(^)^.;>(^>(f)^(f)^, ; 

Determina qu^ patVon siguen estos enunciados y descrlbelo- en"" 
palabras. Qitoncesi'*' formulalo en^enguaje^aHgebralco eomo-^n ' 
enunciado ^ ablerto con dos ¥a!riables. TJtiliza. las propiedades 
det los nilnieros de la arltm^tida, seg\5n las hemos descubierto, 
para 'domproljar. si el enunclado obtenido es o rip cierto para 
todos*loB vaiores de las variaibles, • . 

iCudles da los si^iefites enunciados . A, B, C, P y E tlenen 

•elTtnisroo , con Junto de .v^alidez 'que pX enunclado <^5*?. 

Xa) X > 5 . <5 x = 5 ".S ' ; . ; ■ . 

(B).\x < 5 " y - Jc*= 5 ' ' r 

"(C) X t 5 • . . • ^ ' ^ • • ■ ^ 

(D) 5. * . ' " — - ' 

(^). X / 5 - ■ \ ' • . . ^ 

Halla el congunto de valldez de -cada uno de los slgulentes 
"enunciados: - * - . t . 

(a) - 5 f-*? ■ • , (cl) 4n 5 « 7 * - 

(b) 2n - 5 = . ' (e) 6n - 5 - 7 - " 
.(c) 5n - 5 = 7 » . (f ) , 12n ^ 5 = 7 

si m\ 6s \m nilraero de la aritra^tlca, .deterrolna el conjunto 
de validea ^ev - ' . ^ . 

(a)^ m +:m >2 . . (c) m.>- 2i^ 

(li) m 4- m =. 2m'; ,' ; (d) ra + -3 < m . 

^CuiSl de. estpa -C!E)nJunt^ es\ur^ subeogc^unto de todos los denies? 
^(^ti es un subcQi} junto ^Bolamente de si .ml'smo? Conteata .las 



preguntas anterlores, 4esde . Ca) hasta . (d), si el domirdo de. 
♦m^ea pi conjunto de los nilnieyos natural es.*'- / 
9, ' Sfea T el conjunto de valWez de * ♦ ' ^ 

• • \ ^ X .+ 3 5 6 X +A » " ^ ' . ' 

* {a) iEs ^ "un elemento de T? . 

; {b) , iEa 2 un elemehto de - T?" • ' ' j( 

Cc\ iEe un aubCQnJunto^ de • ■ ' » * 

;..l6'.* Repfeaenta gr'dflcamente el con Junto de validez S ^de * * » 

\^ : X + l.< 5 ^ y * X 1 > 2. 

-11. COTisldera el enunelado ableadtip, ^ • ' 

, , . . . • 2=^1 1- • •;. ■■ . 

iCuil es su cqnjunto de vallcles; si el dominlo de^x es- el 
. ^ ^conjunto de • * t - ^ ' 

(a) - los n\5raeros natufales? ^ ■ ^ \. * 

(b) los n\5meros oardlnales?" ' • 

(c) ' . todos los niitneros "de la\ aritjgff^ca? .• • 

12. (a) iBa cle.rto el slgulenU^e enunclado? * . ' 

. -^(8 + + 5) • . . 

. (b) i-Tlenes* que hacer alguna 'multipllcac^dn para tjonteBtar la 
parte .(a)? Expllba.' ' J. ' " . 

^13. iOudles de los slgulentea:enunciados son crertbs? ' • 
(aj 5(^'+ 2) - '(4 + 2)5-" ^ . . 

* (c) io(f+|) - 5> f ' ' " r , 

(d) 4 + 7 + 1.~8l7-= 5 + 1.817 + 6 \ ■ < ' \ ' 

, ^ (e)' ^12 X 8 + 12 X 92 =. 1200 " "* • 

(f) (5 x^l6 = 500 -^ . ^ ' * 

lij«. ^ Expllca c6mo *se usa' la propiedad del 1 al efectuar el , 

slgulente cdlculo: ' • ' . 

« .. . » 5 > . "« 
15. Expllca por que , ^ 
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^ ^ es cierto para todos los valores de x y de 
16» (a) Escribe oomo sumas indlcadas sin par^ntesijs los slgulentes 
productos indloados: 

: ^ . ^ ^ " \ (x + 2)(x + 2), * , , ' _ 

(b) Emplea el modelo de los resi:iltados de la parte {%) para 
^ ^ * eBcrlblr lia.suma Indicada^ 

^ X .+ 6x + 9 



" I .como un productp lndlcado*V 
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^SUNGIADOS ABIERTOS Y ENUNCIADOS LINGUISTICOS 



4-1. Prases ablertaa y frases llngu-tstloas - — =^ 

Conatantemente estamos construyendo "un nuevo lenguaje slmbd- 
^ llco que se va haci^ndo cada vez mis, un lenguaje corapleto.. Hemos . 
usado f rases matematlcas, tales como "8 + 5y"j foimas verbales 
materndticasj^ Inoiuso " = " y " > " j y, enunolados -^matemdticos, como" 
"7n + 3n « 50'\ ' ' ' 

Record«ao3 que \m& variable, tal como V, es el nombre de un 
niSmero blen deflnido, a\wique no especlflcado. La traduccldn de "n" 
a jauestro idloma signlflc&rdl entonces una 'referenda de un mimero 
no espeeif icado con algo de Intei^^s para-no so trosV " Asl,^ el numeral f 
"n" puede representar "el nxSmero de-problemas que he resuelto", "el 
humero de estudiantes ^n un/acto deportlvo", "el ndmero de monedas 
de 10* Qentavos %n el bolslllo 4e Juan", o "el numero de pies de ' 
allnara del asta de la band.era de escuela". iQu^ otras tra- 
ducdones ' son posibles? , , . 

Conslderemos la fi;ase "5 4- n". .iPodemps Inventar unS frase 
*lingulstlca para eila? Supongainos <que empleamos las traducdones 
antea sugerldas. • S% "n". es el ntSraero de problemas que de respl- 
^ ver hoy, 'entonces^ la frase "5'+'n" representa "el l^qtal de los 
problemas inc§.uyendo los dnco 'resuelto s la noche anS8fa.or"j o, si ' 
'yo tengo 5 . monedas ^de fO icentavos y "n" representa el humero 
de ta;Les monedas en. el bolslllo de .Juan, entonces "5-+ n" repreg^a'^ 
"el ni^mero total de dldhaS monedas, ' con tando las cineomtas y las 
que es^tan en el bolslllo de Juan'"." - Observa que la t2<aducc^6.n de <• 
"5^ + nV depende de que traduccldn hacemos de "n". • . 

iC^ual de las traducdones, en aparlencla Innumerables , hemos 
de seiecciiona??? Debemos recordar^que la, variable que. aparece' en la 
frase -ablerta, sea "n" o "x", o "w", o "b", e-B el noAbre de un' " 
n\5mero . Que este numero sea, el de monedas, el de estudiantes o el 
de' pulgadas, etc., depende sdlo del uso que pretendamoB><^cer de^la 
tradutccldn. El contexto mlsmo frecuentemente sugerlra «^li:mftaj»d * I 
tales traducdones. Asi jjor ejemplo, no tendrla sentldo el tradu- 
clr una frase tal como "2,500,000 + y" en t^rmlnps del numero de 
.monedas de^ ,10 centavoa en el bolslllo de Juan, pero iil lo tendrla ' 
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el conslderar "y" corao representando el numero que da el aumento de 
poblaci6n de "un estado que tenia 2,500,000 habltan-tes en la ^poca 
del ultimo censp/ o como el niSmeuo adlcional de mlllas que ha re- 
corrido un sat^lite, que en el^momento de la iSltima I nf.ormacldn 
habla ya vlajado 2,500,000 millas, ^alogamente, la v^lable en 
la f rase ".05 + k" dlflcilmente podrla traducirse como el nxlmero de 
vaoas o de estudiantes, pero si como el Incremento en el porcentaje 
de in teres que preViaraente era 5 por ciento. 

iC6mo poderaos traducir la frstse "5x + 25"? SI no hay razones. 
especiales para elegir una traduccion particular, podemos consi- , 
derar' x como el numero de centavos que Toraas se gana*eri una 
hpra, cortando grama. Entonces 3x es el n\5mero de. centavos 
ganados en tres .horas. ^ Si Tomas tennlna la tarea en tres horas 
y recibe una propina de 25 centavos, entonces la frase "5x + 25" 
representa el numero total de centavos que Tomas posee lyego de 
trabajar tres horas." iC6mo puede traducirse esa frase si consl- 
deramos x corao- e^, numero de ^estudiantes en cada clase de algebra, 
si estas clases son del misrao tamaXo? 0 bien, ^cu^do x es el 
numercf de millas recorridas po'r un automovil en :una hora a velp- ^ • 
\| cldad, cons tan te? . 

Hay muchas traduociones llnguistlcas del slmlDolo " 4- '-^^.que* 
mdica la operctcldn de Bumar dos numerasr^ Algunas de ellas son 
las Bigulentes: ^'la suma de", "mas que", "aumentado en", "mas 
vie jo que" y otras* Hay tambi^n muchs^s tradiiicclones llnguisticas 
defies slmbolos ^qu6 indlcan la.operacicSn de multiplicar dos jpu-^* 
meroB, Incluyendo "po3?", "producto de" y otras* ^Quj^ tradi/c clone s i 
llngulstlcas hay del slmbolo ^' - " ? ; » * ^ 

* ^ . Conjunto de problemas 4-1 ; 

' En los^problemas escribe frases llngulstlcas que correspondan 

^' a cada una de las f rases ablertas que aparecen a ^ontinuacldn. ' 

Trata de varlai: todo lo que puedasv las frases llngulstlcas. Indlca 
r « en cada casb qu^ repreaenta la valuable* . . • 

^1, 7w (SI un quintal ^e trlgo cuesta w , dolares, la fras^^es: 
. , * ".pi n^merq de ddl^res que cuegtan siete. quintales". ) 
1 2. . n: + 7 . ' ' 5. 2r + 5 ' ^ * - : ' 

5* n - T . 6. a + b . 
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En cada wno de los prpblemas 7-17/ halla una frase abierta.qwe 
»ea una traducci<5n d(^ la |\Pase lingulstica dada. En , cada problema 
Indlca qu^ i»epresenta la variable. ' ^ . 

?♦ El numero de pies .en y yardas. ■ ■ ^ ■ . , 

. (si *y es el ni5inerp de yardas, entonoes 3y :el niSmero de' 
p^es. ) . : " 

Elymimepo de pylga^as 6n t pies.* 
9» " El niSmero de pintas en k cuartillos. 
10. El numero de ralllas en k pied. 
11.. El sudesor de un nilmero cardinal. 

12,^" El re.ciproco de un raSmero (si el producto de dos 'niigferofl es 1, 

» cada uno es el reclproco**del otro).^ • * 
15^ El n\5mero de onzas &\ k libras y t onzas. ^ 

14. El» numerp dfe centavos en • d ^|pli5lares y k pesetas. 

15. EL ndmero. de centaKo*s en m ddlares, k pesetas, m 'monedas.de 
diez 9^ntavos y- n, monedas de cinco- centavos. , 

16. El «iSme3?o de 'pii^j-gadas. de largo Me un reCtdngulo *0ue es dos yeces 
mds larigo que* an.Q>io. (SugerendELat KLbuJa una figura qije te 

. ayude*a representar la situacion. ) - 

17. El ntSmero de pieb de altura de un tri^ggalo. s,i la altura. es 5 '* 
.1 pie,Sv mayor que la base, , " ' 

En los probil^eme^^ 18-25, escribe f rases lispigujtsticas que sean 
traduccionefi cle las frases ablertas dadas. En *cada„ problema iden-^ 
tifica la^vaylable. > .>.,.- " ^ ^ . 

.18. ' n + 7a r . \ * ' , " ' • 

19. (2r 5) + 7 _ ■ . , - . . , * . 

20. 5x + (2x + 1),+' x 

21. 5000 + 4y ' . » " 

22. . y + .04y ' 

*23. x(x + 3) ^ * (l^geirencla: Esta frase?podrla Interpretarse como 

> • » >, •* - , > 

la expresidn para ^1 nilmero de^unidades cuadradas. 
. , ' • de cierta drea. ) * ; ' » 

*24.' 4y (y + 5) « " ^ , " 

*25. w(w> 3) (2w + 5) ' (Sugerencla: Esta f3f'ase> podrla lntei^pre- 
. . • * >tarse como la expresi^n para . repreaentar 

. • el niSmero de unidspes ci5bicas de cierto 

" • . ' ^ -volumen. ) / ^ 
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26. Escoge una variable para indicar el n\Smsf*o de pies de longitud 
dellado de un cuadrado. Escribe una f rase abierta para re- 
presentar el niSmero de pies en el perlmetro del cuadrado. 

27^ Escoge . una variable para indioar el niimero^e pulgadas de 
; alturar de la cabeza de un hombre. Despu^s, escribe una frase 
abierta para representar el n^mero de pulgadas de estatura.del^ 
hombre, si se sabe que su festatura es y^g- veces la altura de, 
su cabeza* ^ 

28. Si un lado de un trlangulo es tres pulgadas mds largo que un 
segundo lado, escribe una rase abierta para representar el''^^' 
niSmero da pulgadas *de >lgcrj^ del primer lado. 

29, la longitud de un lado de un tri^gulp es x pulgadas y la 
de un segundo lado es y pi^lgadas. La longitud del tercer 

.lado es la "mi tad de la suma de las longitudes de los dos 
* » -j^rlmeros^lados*^ 




(a) Escribe^ una frase abierta para represents^ el ralmero de 
• pulgadas del pesrlmetro dei tridngulo* . 

(b) ^ Escribe una frase abierta par^ representar el nilmero de 
pulgadas de longitud del tercer lado. * 

50» ^En una cierta comunidad el niSmero^ de* niHas es seis quintos 
. del de niilos*. Escribe una frase abierta para representar el/* 

niSmero de nifias en t^rminos del niimero de -nlfios. 
31*. La entrada para una fujficidn de ' El Mlkadp" cuest^ :^2.00 por 

persona. Escribe una fr^se abierta para representar jel^ total 

de dolares cobrados en terminos del n\Smero' de personas que 
* ^ compraron boletos, ♦ f * 

Si un hombre puede plnt^. su casa en d dlas, escrj^ una 

frase abie:fi>ta para representar la parte del trabajo que puede 
. » , \ . * . ■ . . ' 

completar en un dla. ' ' ' t * ^ 

53. Si una tuberia pUede llenar la quinta parte de una piscina en 
una hora, escribe una fra^e^bierta jpara represen;bar Xa parte 
de la piscina que se llenarfa en ^ x horas. ' 

5^ -Cuando un drbol crece, aumenta el|padio de su tronco debido 
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a que. va Vormaiido un anirio de madera nueva cada afio. Si el ^ 
tronco tiwe ahora r anillos, egreribe una frase ablerta popa 
representar el nilraero de anillos vque tendrdl de aqul a doce afto^ 
Una planta crece un cierto n-umero de p-ulgadas po3» semana. Ahora 
tiene 20 pulgadas de altura. Escribe una frase abierta que 
represente el niSmero de pulgadas de altura que tendrd de aqul 
a cinco semanas. . 

Supongamos que diez mir^itos despu^s de un hombre mister' sua 
brazos en agua" caliente, la temp^atura de sus pies empleza a ^ 
subiir a raz^n'^^^e un grado por minuto. Escribe una frase abierta 
para representar el aumento de la tempera tura. de los pies del 
hombre en cualquler- momento (pasados diez minutos de haber 
puesto 3u§ brazos dentro del afeua caliente, ) r 
Tres hljos coraparten una herencia. 

(•^) Escribe* una frase abierta para representar el mSraero de 
ddlaresTXue recibe uno de los hijos si le toca la mitad 
' de la 'herencia. v 

(b) ' Escribe una frase ab?.erta para representar el n'^mero de 

ddlares ^ue recibe eJL segundo .hijo, si le tocan cincuenta 
••d6lares»mds que la d^ciraa payte de la herencia. 

(c) Escribe una frase abierta para representar la parte que ! 
le corresponde al tercer hljo. 

(d) Escribo^una frase abierta para representar la suraa de las, 
par-tes que recibieron los tyeS hijos.' 

EsGoge urfa variable para representar el numero de' pies de ancho 
de un. rectangulo, ^ v . • ' 

(a) Escribe una ff^se abierta para^rejpresgntar '-el largo del 
rect^gulo, si ^ste es cinco pies menos que el doble del 
ancho. Dibuja ia figura correspondiente. 

(b) Escribe una fraje abierta par^^ representar el'perlmetro 
• ^-del rectdr>gulo descrito en la parte (a). 

(c) Es^^ibe una frase abierta para i'epresentar el area del 
* rectangulo descrito en la parte (a). 



. 4^2. Enunclados ableptos ^ ermnoiados llngulatlooa 

Ea natural pa'sar de la traduccl<5n de frases a la traduccldn 
lict^nuncladoa. ^ • . 

EJen^lo , 45 + 5x « 108 - . ' 

l,iC<Sjio eacriblrlsanos un enunciado lingiifstlco para este ^n-unolado 
,,»al)le.rto?" Podrjamos declrj ."A un vendedor de. ilbroa le pagan 
^45> aemanales, mda ^3 por cada Juego de llbros que venda. Una > 
semana' le .pagaron ^^P^". CJtrst traduccidn de .este enunclado 
ablerto ppdrla-ser; "Un embarque de mercanofa consta de una caja ^ 
que^pesa 45 libraa y varlas cajitas que peaan 5 librae cada una^ 
EL "einbarque total pesa 108 llbras", t ' 

* 4Qw^ enuncladoa llngiijCstlcos podrlas escriblr para este mlaino 
enunclado?. 

■ ■ ». - . . 

Con junto ^e problemas 4^2a ' 

Escribe .tus proplps enunclado s iingufs|^ cos para 3roa slgulei^es \' 

enuncladoa ablertos :' • . / • . ' 

1. n + 7 = 82 ; ' i}n> 7n = 44 

2. 2n = 500. ' ' • 7. 4k +,7k » 47 . ' 
b 

5» "g- « 17 * 8. X-+ X + X + X a 100 

%. w(w + 4) « 480 ■ . * 9. y + 5 « 5 y 

5. a H- (2a + 5a) (a ^.2a) + 5a 10.* ^ + ^ « 6 



Con mds frecuenclanecesl tamos traduclr enunciadps llnguls- 
tlcos a enuncladoa ablertos, Encontramos que tales enunciados ^ 
ablertos son de especial ayuda cuando tratamos problemas verbales 
en los que el enunclado llngulstlco hace referenda a una cantldad 
que nos interese hallar. ± ^ 

EJemplo 1_- "Carlos tlene una tabla de 44 pulgadas de largo. 
Qulere cortarla en dos pedazos, de ms^ra que uno de ^los sea 
tres pulgadas mas largo que el otro. iCuil ^debe ser el largo ~ ] 
del pedazo mas. corto?" • ^ 

.A_3iac.es podemos ver mas. f dcllra^te cu^l debe ser nuestro 
enunclado ablerto ensayando con un valor num^rlco cualqulerfe de. 
la cantldad que plde el problema, 

*S1 el lard^ del pedazo mds corto es 18 pulgadas, entonces 
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el pedazo mds largo mlde (18 + 5) pulgadas. " Como la tabla entera 
lalde 44 pulgadasi. cle largo, tendremos el enunclado 

18 + (18 + 5) ■= 44, . , , _ - ^ 

'A pesar de que este enunclado no es clerto, suglere la fornia que 
necesl^oa para un enunoiado^abjerto. Observa que la ciiestidn 
.pl?inteadav en el probleraa.nos ha aeiialado nueatra variable, Ahora 

podem^s daclr: . i> * 

, Si el largo del pedazo mds corto es K ^ . 
pulgadas, entonces el pedazo mds largo * ' 
\ > ralde (K + 3) pulgadas de largo, y el 

\ epiuncia^o es " * 

' K + (K + 5) = 44. .'^ 
• , Decimoa que el enunclado es d^also cuando K es l8. Proba- 
blemente exlsta algun valor de K para el . cual el. enunclado abierto 
sea' clerto. 'SI quisl^ramo^' hallar el largo del pedazo . mda corto, 
^ po'drlaittos hacerlo hallando el conjunto de valldez del enunclado 
' abierto anterior, Tal vez slentas el deseo de'hallar un raimero 
que haga el enunclado clerto. En tal case, trata de hallarlo, 
Por ahora, aln embargo, nueatro objetlvo es tender pr^ctlca en 1^ 
construccldn de enunci^dos ablertos. Mda tarde iSds ocupareraos de 
; -hallar Iob con juntos de valldez de tales enunclado^ y asi contes- 
taremos las preguntas de los problemas. 

En este^ ejen^plo sustltuimoa algunos niSmeros especlflcos a laa 
' ' ' cantldades que Intervlenen, con el fin de ayudamoa a Ideal* un 
^ modelo para el enunclado abierto. Algunas veces podrds descubrir 
el enunclado abierto Inmediatamente sin tener que ensayar con. 
mimeros especificos. * 

Observa que los enunciados lingiilsticos tratan amenudo. de 
pulgadas o de libras o' de afios o. de d<51ares| sin embargo los enun- 
ciados ablertos slempre tratan de n\imeros aolamente. 
. ^ ObserVa tatabidn, que tenemos gran culdado de* seflalar lo que 
representa nuestra variable, -blen sea el numero de pulgadas, o el 
ni^mero de burros, o el mimero de toneladas. 
* ^ Eileniplo -2. "Doa C|jproB parten desde el raismo pun to al mlsmo- 

•tiempo y corren en"*la mlsma di3^fcci6n a velocidades constantes de 
34 y 45 millas por hora, respectlvamente, iBn cudntas horas 
*estardn a 35 millas uno del qtro?" 
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SI corren durante 4 horas, el mds veloz recorre 45(4) mlllas 
y el mds lento 34(4) mlllas. Como el carro mds veloz deb^rfa 
eatar entonces 35 inillas mafe lejos del punto de plirtlda que- ej. 
carro mis lento, tenenios el enunclado 

>5(4) - 34(4) « 35, 
quQ ea fal^o* Sin embargo, nos sugiere lo slgulente j 

SI losv^arros vi|;j an durante h horas, entonces 
. eX mis Veloz recorre ^ 45h mlllas y el mis lento 
34h mlllas, y ' ' . ^ 

^ 45h - 3^h = 35. ' 

Ejemplo 3. "Tin hombre dejd $10,500 para su vluda, ^m hi Jo y . 
una hlja. La vluda reclbl<5 ;|5000 y la hlja dos veces io que 
reclbld ^gl hijo. iOuinto le toed al hljo?" 

. SI el hi Jo reclbld n ddlares, entonces la hlJa 
^ reclbid 2n d61ares y 

' n + 2n + 5000 « 10,500. 

' ConJujnto de . problemas 4'-2b 

■JEacrlbe enunclados ablertos que te puedan ayudar a resolver los 
problemas 1-13* tehlendo culdado de dar el slgnlflcado de la 
variable en cada uno. Para ef ectuar tu trabajo puede servlrte 
de gula la forma Indl cada en el ejeraplo 3. No es necesarlo hallar 
los conJuntoB de valldez de los enunclados ablertos, 

1, Enrique y Carlos eran candidates rl vales en una eleccldn es- 
colar. Votaron 51 6 mlembros de la clase y Enrique reclbld 
30 votos mis que Carlos. ^Cuaritos reclbld Carlos? (Sugeren- 
cla: SI Carlos reclbl<5 c votos, escribe una frase ablerta 
para representar el mamero de votos que reclbld Enrique. En- 
tonces escribe tu enunclado ablerto, ) 

2. Un rec^tingulo es 6 veces mis largo que ancho. Su perlmetro 
es 144 pulgadas. ^Cuil es el ancho del rectingulo? (Acuir- 

;date de-dlbujar una flgura. ) , 

3. El ingulo mayor de un trlingulo mlde* 20* mis que el doble 
del menor, y el tercer ingulo mlde '70° . La suma de los 
inguios de un trlingulo es i8q*. , ^Cuinto mlde el ingulo 
mis pequeHo? 

4, Un puente tlene tres secclones, una de ellas es -100 plee 

: . V .) _ > 
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mis larg^a que cad^ji una de las otras dos. SI el pu^nte udde 
2500 pies de largo, icu6ito Mde cada -una de las secciones mas 
cortas? 



TJna clase de 43 e^stwdlantesi se dlvldl<5 eii dps secclones.f Si 
en la secciiSn del Sr, P.^rez hatia clnco estudlantes mds que en • 
la de la,. Srta. Iidpez, icu^tos estu.diantes habla en cada seccldn? 
(iPodr^s hacer este problema de/dos maneraa? , Sl-halala. w estu- 
dlantes en la seccldn de la Srta. Ldpez, halla dos maneras para 
deolr ciiantoS>Jiabrd en la del Sr. P^rez. ) ; 
El largo de \3to^rect^gulo mide 5 pulgadas mdts que su ancho.^ 
iOudl es\el largo del reqt^bgulo si su drea es de 59^ pulgadas 
cuadradas? ■ , " 

La«edad de.Juan es tres veces,la de Ricardo. Hace tres afios 
la suma de sus edades era 22 afios^ edad tiene cada uno " 

ahora? (Sugerencia: Halla una frase para representar la edad 
que tenia cada uno hace tres aflos en t^rminos d.e la edad que 
tiene Ricardo -ahora. ) 1 
Juan tiene ^\,6^ en su bolsillo,^ repartldos en mone(feis' de ^ ; 
oinco, diez y veintiQinco centavos. El niimero de monedas de 
veinticinco centavos es tino mds que el de monedas de diez cen- , . 
tavos, y el numero de monedas de cinco centavos es uno mds.que 
dos veces el de monedas de diez centavos. iCJusbitas monedas de 
diez centavos tiene? (Sugerencia; Si Juan tl^e d^ monedas 
de diez centavos, escribe una frase para el valor de todas 
ellas, una frase para el valor de todas sus monedas de veinti- 
cinco centavos> y otra frase para el valor de todas sus monedas 
de cinco centavos^ luego escribe ^tu enunciado abierto. ) 
Compr^ 23 sellos de correo, algunos "de cuatro centavos y 
otros de slete centavos. Si los sellos costaron un total de* 
lfl.19, icuantos compr^ de cada clase? 

TJn tren de pa^a^^j:^ via^a 20)milla3 por hora mds rapidamente 
que un tren* de carga. Al cabo de 5 horas el tren de pasa- . 
Jeros ha recorrido 100 millas m^s que el tren de carga. iA 
qu^ velocidad via J a el tren de carga? (Sugerencia: Para cada 
tren, halla una frase que represente el niSmero de millas que 
ha recorrido. ) ' 
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11. En una tlenda.hay 39 cuartlllos. cle leche, repartldos en en- 
yases de C€ict<5n de una pinta y de media plnta. Hay aejs veces 
mas envae^ de una pinta que de media pinta. ipu^ntos envases 
de medi^ plnta hay? . * 

12. El Sr.^^lez tiene un eiri^pleo cdn sueldo inlclal de, 1^5600 y ^ 
aumento's anu|iles de ^300.' Al mismo tiempp, el ^r. Sanchez 
empea6 a tra^ajai* coJ^ aueldo de if 4500 y aumehtos anuales . 
de ;|200, iDe^aqul a cu^tos. aftoa^ tendr^ los dos el mismo 

* * sueldo? > . , ^ \ ♦ 

13. Una mesa es trete veces mds larga que ancha. Si fuera^ tres pies 
mdls corta y tres pies mds ancha, serla cuadrada. iCu^l es su 

' largo y cual es su ancho? , (Dibu^Ja' dos diagramas del tablero 
; de lame^a. ) ' " T 

14. Oonstruye tus pi»opios*problemas para cada uno, de los siguientes 
enunciadbsf abiertos: • ' ' \ . 

. (a) 5h + I0(n + 2) + 50(2n) ^=.^480 ^ 
(b) a(5a') = 30Cr . L ' 

X (c) .6ox + 1.10(85 - x) = 78.50 . rn. . * 

(d) a + (a + 3) + (a + 6) = 69 , 

(e) y\= 2(1 a -. b) ' ^ 

(f) /30h + 4(5 - h) « 59 . , ' , ^ . 
1*1 . * - ' ^ 

Tr + 3 -"^^ ^' . . . . - 

15. y6?aduce lo sigulente a un enunciado aMerto. Luego traduce 
el enunclado ablerto a un problema dlstlnto que comprendb 
otra sltuacltSn. , " . * 

"Tresclentos turlstas fijeron en dos lanchas dar un 
viaje alrededor .de la bahia. La capacldad de una de-'las 
lanchas era de 80 pasajeros mds que la°*capacldad de la 
ptra. SI las dos lanchas se llenaron, ^pu^tos, pasajeros 
habla en cada una?" 

s 




h-^. Enunclkdos abiertos que contlenen deslgfualdades ,4 

No todos nueStros enunclaoos tlenen que ser, igualdades. Los 
problemas que hablan de "mayor (^ue" o "menor que" tambi^n J>lenen 
slgnlflcacldn real# * 
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SI declmoa: "Construye ^t^prpblema ^ai^L^ei^^^^ 
<i + ^ > 5", el problema verUal podria' ser j; "Si sumara dos d61ares 
al dinero que tengo, tendrla mas 4e' cinifto "ddlares. '^Cuanto tengo 

Conjunto > de problemas 4r3a 
Construye prsjblema^ para 1'qs slgulentes enunciados abifertos: 

1. a > 5 V j ' ,6. a + 2av+ ^ ^S"** , 

2. n + 1 IT . 7.. a + 2a + 3a = 50 



5. . p + 10,000 > 160, OPO . ♦10. 5 > 3(12 - a) 



En los problemas con desigualdades, al Igual que^*en las eotia- ^ 
clones, convendra a veces ensayar prlmdro con un tiiSme^b 'especlf Ico 
a fin de poder^descubrlr un enunclado, abierto. ' *^ 
Ejempio _UN"^ seis meses el Sr. ^osta se gand'mas de i^fOpO. 
iCuanto se gan<5\or mes?" . ' - 

Si ganara ^pOO al mes, en" 6 meses se ganarla /6 ,x 1100" 
ddiares. El enuncVado. entonces seria . ' , * . 

6 X 1100 >' TOOOu . ' ' 
ISsto, desde liiego, no es'cle^to pero nos s^glere lo que debemos 

haceo?. . ' ^ 

^1 el~~Sr; Acoata^ganara a -ddlares aiT^te^, en.J16 meses se ^ 
-ganarla 6a osuLares. Eiitonoe§ " ^ * ' 

. .. ♦ ' ' 6a > 7000. . '. - . - 

E.lemplft . 2. ^'Un cueiTpo cae llbremente durante dos segUTldos y re- • - 
Jorreuna dlstancla de 48 pies p menos, dependiendo de.la resis- 
.t%ncia del aire." 'i<^e dlstancia recorrera durante el segundo^se- 
gunda si la q«e recorre durante el primer "segundo es 32 pies meE^ 

que .aguilla?" ^ ^ ' ' V . . 

Si. el, cue rpo cae * 42* pies durante el segundo segundo, entonces^^ 
♦habra caidp ' (42 - 32) pies durante el primer segundo. ^^mo la 

dlstan'cla total de calda ea menor que o -igual a 48 jd!es,tnuestro 

' f - • 

enunclado es 

. . * (42 _ 32) + 42 < 48. • * ' % 

Esto sugiere una manera de escriblr el jenunclado abierto.^ Si 




.el cuerpo cae ^ d pies durante el segundo segundo,- entonces habra, • 
caldo (d - 52) pies durante el primer segundo y tenemos que 

. (d *- 52) •+«d < 48. 

E3emplo '3. "Las longitudes de dos lados de un trlangulp son 5 y 
6 i^ulgadas. ^Cu^l es la longitud del* • - 

tercer lado?" , 

♦~ Quizas hayas 'dibujado muchoa tri- 
&igulos y te habras dado 'cuenta de que 
la longltud.de un lado cualqulera de un 
t^ling^lo tlene que ser raenor que la 
suma de .las longitjudes de los 'otros 
•dos ladoQ. > For lo tanto, si el terder 
lado de este tridnguD.o mlde n pul- 
gadas, ' . » 

n "< 5 + 6. 

Al mismo tiejnpo el lado que mlde sels pulgadas tambl^n debe sei? 
menor que <La s\ama de las longitudes de los otros dos, y asl 

. , 6 < n + 5' 

Como deben cmpllrse ambas condlclonesj tenemos que* el enunclado 
ablerto para rmestro problema es , • % 

' ^ n < 5 + 6 y 6 < n + 5* ' * ^ 

Con junto de probiemas 4-J^ b * 
EsAribe enunclados' abiertos pa3;*a los problemas 1-10, tenlendo 
cuidado de indicar*el signiflcado de la variable en cada caso*, 
1« JSn tercio. de un numero sumado a tres cuartos del mlsmo numero 
e& igual a o mayor que 26. ^Cual es et numero? , . 

2, "S^ls tlene 5 aHos mds que Rai5l y la* suma de sup edades-es 

menor que 25.* ^Qw^ edad tlene Raul?. ' 

3, Un cuadrado y un trldngulo equlldtero tlenen per^Ptros Igualea. 
Un lado de,l trldpgulo es »clnco pulgjgidas mas largo que uigi lado 
del cuadrado. 6Cual es la, longitud del lado del cu&drado? 

"Dlbuja la flgura. • • 

4, kjn b^te, vlajando a favor de la corriente, .va 12 millas por . 
hora mas ripidamente que la corriente. Su velocidad en esa 
direcci<5n es raenqs de 50 millas por hora, ^Cual es la velo- 
cidad de la corriente? 
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5. Juan dljo: "Tal'.dar^* mas de dos horas en cortar la gr'ama y no^ 
debd tardar mds de cuatro. 'horas en este tratajo, pues de lo 
cDntrarlo no i>pdr^ ir- a nadar". ^Cu^to tiempo espera que le 
ocupe el trabajo? ' . " 

6. Bl anunciante en un programa de television de media hora In- 

slste en que el tlempo para nuncios comerclales debe ser.por 

r 10 menos tres mlnutoa^k y la cadena televlsora Inslste en que 

... * — ' 
a^a meno's de 12 mlnutos; Expreaa estas condlclonea en un • 

enunclado raatemdtico. • ^Cudnto tiempo debera dedlcar el di- 

rector del prograraa a SLos asuntos que no sean de publicldad? 
7,. Un maestro dice: "SI tuylese en mi clase. tres veces el nilmero 

de alumnbs que tengo ahora, tendria por lo menos y£>^ mils de 

los que hay". i-Cucintos estudlantps tlene en la clase*?' . 
8., La cantidad' d^ 1^205 se va a repartlr entre Tomds^* Rlcardo .y 

Enrique. A Rlcardo le tocaji .^15 mds que a Enrique-, y a Toma^. 

le toca dos veces lo que a Rl<Jardo. ^CcSmo se* debe repartlr el 

dinero? 

9, Una cantidad entre' ^205 y 4225* inclusive, se va a repartlr 
entre tres hemanos, Tomls\, Rlcardo y Enrique.- A, Rlfarda le 
•tocan ^15 rods que a Enrique, y a Tomas le toca dbs veces lo 
♦ que a Rlcardo. iCuanto le debe tocar a Enrique? 
^10. Un estudiante obtuvonotas de -75 y 82 en dos examenes. 

,iCu&ito deberd obtener* en un tercer . exaraen para que su promedio 
sea 88 o mas? SI fta puntuacidn maxima del- terser examen- es 
100, icu^ es el promedio mds alto que ^1 puede obtener? ^Cudl 
es el promedio mds bajo que puede Obtener? ^ 
11, Escribe un/ enunclado abierto para cada uno de los slgulentes 
enunciados lingulsticos, utllizando dos variables ?• 

(a) ta matrlcula en la Escuela' Central es ma;^or que la matri- 
• cula en la Escuela Vocacional.. . ■ ' 

(b) La matrlcula en la Escuela Central es de 5OO estudlantes 
m^s que la matrlcula en la Escuela Vocaci-orial. * 



Problemas de repaso 
1. Escribe f rases linguistlcas acerca de sltuaciones reales que 
sean traducclones de las slgulentes frases abiertas. En cada 
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oi'aoi6n cuida de identificar explfcitamente la varia"bl.e. 

(a) X + 15,, ^ * * 

(b) ! 5p + 2(p - .1) ■ . / . • 

(c) 60 T ipt . . • . ' * ; , '" • • 

(d) 9Cl5r + ?5) » , / 

(e) "gbCjb - 4) . » . r 

* >. . . • ' *. ■' ' 

En Iba problemas E, 3, 4 y 5, escribe frases abiertas (Jue ^ean 

* 

traduceiones de las f rases lingulstlca^s*' En cada problema ten 
cuidado en indlcar, si es que no estd;ya especlf icado^ lo que re^ 
presenta 'la variable* En algunos problemas puedes usar m^s de 
una variables. ' / , * ^ 

2., (a) Un numero dlsnULnuldo en 3* ^ 

(b) La edad de Samuel de aqul a siete aflos* / 

(c) La edad de Maria hace dlez aiios. ^ . ' . 

(d) Una tempers tura 20 mds alta que la de ahora, 
* j[e) El costo de n Idplces a 5 centavos cada ,uno, 

3* (a) La cantldad de dinero eh mi bolsillo: . x monedas de 

diez centavos, z monedas de. Ginco centavos, y '6 cen- 
tavos* * 

(b) Un ni5mero aumentadb en su duplo, . ."^^ 

(c) Un niSmero aumentado en el duplo de oVro niSm^ero* >^ 

(d) El ntlmero de dlas en w semanas, 

(e) Un mlll6n mas que dos veces la poblacddn de una cludad * 
en Kansas. ' * / * 

(f ) Un sueldo anual equi-valente a x ddlares por mes. 

4. (a), Un ddlar xfiis que dos veces la aslgnacidn de Isabel. 

(b) La 4istancla i^ecoprlda en ''h horas a una velocldad cons- 
^nte de 40 mill as por hora. t . 

(c) La contrlbucion sobre una px^opledaci valorada en y dolares 
. si el tipo contrlbutlvo es de J^^S^OO por cada i|l,P00 

en valor* de tasacl6n, 

(d) Cuarenta l^Lbras m^s q«e el pe*so de G^scardo. 

(e) El.drea de lan rect^gufo' que tlene un lado J^pulgadas 
m^s largo que vjtro. , 

5. (a) El <50Bto de x llbras de Ibmlllo a -4''»59 la libra, 
(b) Las gananclas.de Catalina en /z horas a ra2^n de 75 



- - ^ . centavos la hora» ♦ ' . T • * 

(c) El costo de g gal ones de gasollna a *33. 2 centavos el. 
gal<5n. 

. * (d) ^I'^osto de doB copras: * x melonea a 29 centavos cada 

'uno, -z llbras de^aJfnie picada a 'B9 centavos la libra, y 
(e). TJn ri\Smero de dbs »dlgltos en el ♦ que. el dlglto de las " 
decenas fes d y el de las unidades es u. 
6* Escribe ehunclaclos llngulstlcos que sean traducciones de Xos, 
enunciados abiertos^ • 

(a) X < 80 / ^ ^ * ^ . • ^ 
^ (b) y - 3600^ ^ ^ 

(c) z 100,000,000- . ' • % 

(d) li V + w = lBo ' ' ^ ' ^ . 

(e) z(z + 18) 560 

En los problemas 7, 8 * y 9^ escribe enunclados ablertos que corres 
pondan a los enunclados llngiilsticos, usando una variable en cada 
uno* En cada problema cuida de epqponer, si que ya no se ha.lndi 
cado, lo .que representa la variable* C 

7. (a) Maria, una.Joven de 16 aHos que tiene dos hermanos, ^s 

4 alios m;|yor que su hermana. ^ ^ 

(b) Gulllermo compr6 b pldtanos a 9 centavos cada uno y 
pago 5^ centavos. 

J[o) Si un cierto numero jse aftade a^su duplo, la suma es menor 

que ?9. ^ / 

(d) La cantldad que periddicamente sus padres asignan a Arturo 
es un d6lar mds que el doble perb dos dcSlares menos que el 
triple de la aslgnada a su hermana Isabel. 

(e) ' La dlstancia desde la Ciudad Dodge hasta lq[*Ciudad Okla- 

homa, 260 mlllas,. se recorrlo en t boras a una velocidad 
media de 40 millas pqr hora. 
. (f ) El viaje en automovll desde San Luis a Memphis, 500 millas 
se hizo en t horas a una velocidad maxima de 50 millas 
po3j J^ora* ) 

8. (a) La cumbre de la montaiia Pike esta a m^s de 14,000* pies 

' * sobre el nlvel del mar* * 
(b) Cierto* libro, de U4 pulgadas de espesor, tiene n 

paginas; cada pdgina tiene 0*003 pulgadas^ de espesor y la 
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cublerta tlene p\jlgadas <ie;^3Bfe"sor y es azul, 

(c) Dos millones ea mayor que d9s/t^Qfes la polDlacl<5n de cual 
\ qlliier ciudad en Goiorado. 

(d) Un cuadrado de, lado x tle^e- uh area mayor que un rec- 
tangulo cuyos lados son (x - A) y + l). 

(e) Los impuestos sobre ^lenef rputces se calculan a base de 
^ ;|24.00 por cada ;^1,000" enVvalor de tasacl6n. El . 

. / gravamen contrlbutlvo de un^ propledad valorada en y 
/ dolares es • ;f548..00. 

(f) SI Gerardo aumentara ; fO l/bras, todavla no pesaria mas 
de 152 llbras, " ' - 

9, (a) La^suraa de un nxlmlsj^o cardinal y 'su sucesor^es 575. 
*(b) La suma de un n-dmero carflinal y su sucesor es 576. 

(c) La Suma de dos n-umerog,/el segundo de los puales es una 
unidad mayor que el'prjybero, es '576. 

(d) ^Una* tabla de 16 p^es jfle longltud se corta en dos 

pedazos de modo ig,u.e uno de ellos es un pie m^s largo que 
dos veces el otro. / ' r . 

. i (e) Catalina gana 42.S5- por cuidar ■nliios durante* 5 horas 
ax centayos la hora. 9 ' - * ' 

10. Un n\Jm9ro de* dos digltos es 7 unldades mayor que tres veces 
la suma de sus digitos. 'Traduce esto a un enunci-ado abierto. 
(Sugerencia: Expresa el numero' por medio de. dos variables 

• como hiciste en e«L probl^ma 5 ( e ) . ) 

11. La suma de dos numeros es . 42. Si n representa el primer 
numero, escribe una ?xpresl<5n iijara representar el segundo 
n\5mero, utllizando la variable n'. * 

,12. A un n\Smerb le surnames 17 "y multlplieamos el resul^ado 

por 3. Escribe un enuriciado abierto para indicar que 
el pr'oducto resultante es 192, 
^ Ct)\ Si ajn^ ri-omevo 'le sumamos .17 y multipliGamo-s esta suma 
por 5, ^\ producto re^ultaAte es menor que 192. Tra- 
duQe esto a un enunclado abierto. 
15* Un numero es 5 veces otKo. La suma de los dos numeros es 
15 mas que, 4 veces el m4p pequefio. Expresa esto por medio 
de un enunciado abierto. 
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Susana *tiene l6 'llbros mak que Sara, fiscribe un enunclado 
abierto parst IntMlcar que eWre las dos; t jtfeben mas de' '2B\ libros 
13» {,&) tJh agricultor puede ar^r un terreno 7 horas usando urio 
. " de .sus tract^res. ^Qwe •parte del tepr^no puede .arar con 
ese tractor en una hora? / . 

(b) Con un segundo tractor, puede arar^^el terreno^ en 5 horaB* 
Si usara. ambos tractores por dos horas, ^que parte del 
terrerio podrla.*arar? • ^ / \' , f 

(c) iOw^ *paiM;e del terreno se quedarla^ sin arar? ; ' _ 

(d) - Escribe un enuncladp abierto para andicar que , si se usair 
^ Sambos tractores por x horas, se/podrla' arar todo ' el 

*16* Al volar de Nueva York a Iios Angeles, /el reloj se atrasa tres 
horas* Si el tlempo de vuelo es h . Jioras, ^ou^do d^ber^s 
sallr de Nueva York para llegar a Lo^^ ibigeles aAte^s del medl*p- 
dia? Escribe un enunciado abierto^^ra este problema. 

17, ^ El Sr. Rivera estd rebajando su peso. En los \5ltlmos 8 meses". 

ha pferdldo 'S libras por mes, Su paso es ahora de 175^1ibra3. 
iCual era su peso \m meses atras m ^ 0? , Escribe un enun^^ 
clado abl$r,to para indicar que hace m ^meses su peso era de 
200 llbras* , , 

Escribe fenunciados abiertos para I05 problemas del 18 ^al 2^. 4* 
Expresa claramente to que representa la variable, per 0 no deter- 
mines el conjxmto de validez del enunciado abierto. 

18. (a^ La suma de- un numero cardinal y su suc^sor es * 45. iCuCLes 

son- los n\5meros? 
(b) La suma^de'dos impares consecutivos es 76. ^Cudles son 
Ips numeros? • , ^ - 

15, El Sr. G6mez pag6 i^176 por un congelador vendido con un des- 
cuento de ^ 12^ ,del precio estipulado. ^Cual era el precio • 
estipulado? " . ' ' 

20. La paga de un hombre fl?ue trabaj6 : 48 Ijopas en una semana fue ' 
de ^166.40. Las horas en exceso de 40^S>e pagan a *raz6n de 
tiempo y medio ^ ^Cuanto es su salario por hora? 
*21. Un tiombre dispara su rifle "sobre un bianco^. Dos segundos deB- ' 
pues de disparar^ oye el soiJiido de la bala al dar en^ el bianco. 
* ^ Si la velocidad del ^onido e>s 1100 pies por segundo y la 
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veloci&ad de 3fSi*bala 1700 pies pop segundo, qu4 dis- 
Vtancla esj;a el blanoo? » / * 

^^2E, lios >stuxllantes 4ue aslsten a la Ep.cu^ la .Superior Lincoln 
- . ^tlen^n_la costun#r6 de atajar atravesandp un solar yacio que. 
^ ,^ hay^^cerca de la escuela,- erf vez! de .seguir la acera alrededor * 
de* la- esquina. Bl solar es * rectangular de 2Q0 pies por/ *^00\ 
pies^V er atajo jslgue una llnea j:*e,cta desde una esqulna del 
solar hastg la ojjuesta. \cual es la longJ.tud del atajo? 
(Sugerencia: *Usa el teoreflia de Pitagoras.) 

23. ^ Uno d^e los extr^rtios de* un alambre de 50 pies esta-^amarrado, 
* al tope de un poste vertical, de^teldfono. El alambre se 

- " tensa* y, el otro. jextreioo se fija cp^i un bloque de concreto 
que est^ en el jjiso a 30 pie^ 4^ la base del poste y aX 
. 'niyel de esta. ^Cudl.es la altura del poste? 

24. (a) En»;UHyif solar .estacionamiento abtomoviles cobran 

* , 35 centavos por la primera hora^ o fraccion de hora, y 
2Q centavos por cada hp^a , fcompleta o fraccionaria) 
^ adicional. Si un automovil ha estiado .estacionado por 
espacio de t. peribdos de una bora despu^s de la pri- ^ 
^ mera^ . escrlbe_urise'frase abierta para el costo del esta- 
cionamiento. ^ , ' ' * 
' : (b) Si .el costo de estacionamiento por hora/es eil misiho del 
^ problema anterior^ y tin ^utom6vil se e-staclono por un 
total de h 'perlodos de una hbra,» fescribe una frase 
abierta para la cantidad a pagar. "^x^ 
♦25* Al- agua de un radiador se le afiaden dos cuartlilos de ^g^lcohol 
y entonces la mezcla contiene 20 por ciento de alcoholj es 
decir^ 20 por ciento de la mezcla es alcohol puro* Escribe 
un enunciado abierto para este. enunclado llngiilstico* (Su-* 
*gerenola: Escribe una fraSe abierta para^l numero de cuar- 
tillos de alcohol en t^rmlnos^ del n\3mero de. cuar^illos de 
agua que h^tbla orjginalmente en el radiador* ) 
'*'26* (a) Dos tuberlas traen agua a un depdsito. La capacidad de 
una de ellas es 100 galones por minuto y la de la jotra 
ho galones por minwto. Si pi agua fluye a trav^s de la* 
primera tubarla' dura/ite x njlnutos y a t^rav^s 'de la 

durante y minutes, escribe una frase abierta 
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' para .el flu jo total en galones. > ^ 

(b) En el problema anterior, si cerramcjs la primera^ tuberla 
al oabo, dos horas^ escribe la e:;^resi6n q\je represente 
el flu jo total en galones en y minutos, slendo . y mayor 
que 120. . • * \ 

(c) Usando la informacidn de la part^ (a), escribe un enun- 
clado ablerto para indlcar que fel flujo total es de 
20,000 galones. 

27.'. (a) La planta . A-, crece dos pulgadas cada s^aana, y al pre-^ 
sehte tlene 20' pulgadas ' de altura. Esc^rlbe una frase 
ablerta para el n\5mero de pulgadas de altura de la planta . 
de aqul a seraanas. . . ^ • 

(b) La plaj^ta B crece tres pulgadas cada semana y aKbra 

tlene 12 pulgadas de altura. 'Escajlbe una frase ablerta 
para el numero de pulgadas de altura de la planta de aqul 
a w semsinas. 

. (c) Al cabo de algunas semanas, las plantas tendrdn. la mlstr&. 

altura. Expresa esto por medio .de un enunclado ablerto, ^. 
*28. Al' nlvel del mar uri hombre resplra 20 veces por mlnuto y ^ 
resplra una vez mas poi* mlnuto 'po^p cada .1,500 Pi^s de ascenso. 

(a) Escribe una frase ablerta para el numero de veces que el 
, . - hombre resplra por mlnuto si se epcuentra a h pies de 

altura sobre el nlvel del mar, ^ - 

(b) A y pies sobre el nlvel del mar un hombre resplra 24 
veces por mlnuto. Con la lnforraacl6n obtenlda en (a), 
escribe un enund-ido ablerta exponlendo este dato. 

29. Emplea cada uno de los slmbolos verbal es: = , y , *< , "( » j 
^ < ^ > en X y construye la graflca de cada uno de 

los enunclados ablertos qye obtengas. 
■ 30. Hdlla los enuhclados ablertos cyyas graflcas aparecen- a con- • 
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tinuacl6nr 

(a) H H — 61 I I 

0 12 3 4 5 6 7 

(b) < — I I Ji I » — y- 



(o) 
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>1. Construye la g.i*iflca de 3,0s siguientes enynclados aMertos; 
(a) * X - 2 6 \ X > 5 - V . 

. (b) X « 2 y X >' 5' ; . 

(c) X > 2 6 X < 5 

(d) X < 2V y X < 5 



►52. 



X < 2^ y 

Halla un enunciado ablertc cuya gr^fica sfea; 



I 



t 



t 
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Probablemente tendr£& que hacer enunciSldos * coin!puesto% uaando 
las conjimclones "o", "y", aaf conit> tambi^n algunas 'desigu^- 
dadeo. , V 

tin hombre q^e tiene clncio ddlares en ^su bolslllo, se detlene, 
camlno. de su casa, en una qonfUteiy!a con la Intencldn de 
llevarle ^ su esposa dos llbras de dulces, Encuentra dulces 
que se venden en 'cajas de. a libra por :|l.69, ^1.95^ ^2>65 y 
^5.15? Si sale de. la tienda con dos caJas de a libra, 

(a) iCu&L es la .cantldad minima de. dinerp q^e' le,puede haber* 
.sobrado? . . 

(b) aCu&Ij- es la cantldad maxima de dinero que le puede haber 
sobrad6? « ' ^ 

• ■ 

(c) iQu,^ combinaclones de dos-cajas <Je dulces no 'jSuede com- 
prar? - ' ^ 

Al final »del capltulo 5 " (Con junto de problemas 3-l4, ejerclcio 
5) ^descubriste una "a?egla para.raultiplicar niSmeros cardinales 
6ntre 11 .y 19, inclusive", Ahora, usando a 2 ^^S" 
pectivairterrbe para irMilcar las elf 2?as de las unidades de dos 
niSmeros, debei^as poder" escribir 'un enunclado abierto que 
e3qprese el producto p en t'^minos de a * 2. b, Cuando hayas 
escrito tu enunclado, en^lea la propledad dlstributiva paA / 
verifitar si lo que hlciste es correcto. ' ' . ' 
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• * Capitulo 5 

LOS NUMEROS^REALES 

• ^ . \. { • 

5-1. La recta de las. n\5meros reales , | 

Cuanda trabajaslje con la recta num4rlca, varias cosas'Wan podi- 
do deapertar tu ciarlosidad. Por ejemplo, una recta ae extlepde In- 
teminablemente tanto hacia la Izqulerda como hacia la derecha. SXn 
embargo,/ . ' 



sdlo Jiemos marcado aquellos puntos sltuados a. la derecha ^el 0. 
Esto pfantea una j)regunta que contestaremos en esta secclon ; iC6mo 
raarcaremos «lo3 puntos sltuados a lai izqulerda? 

En el capitulo 1 ae te dljo que hay numeros racionales que se 
aaoclan cjon los puntcJs. de la ml tad Izqulerda de la rfecta numerlca, 
pero entre tanto solo has tratado 'con los numeros racionales de la* 
mitad derecha. Tambl^n* ae te dljo que algunpa puntos, de la recta 
numerlca no corresponden a 'niSmeros racionales. Esto plantea una. 
segunda pfegunta: ^Donde estan algunos de esos pun^bo^ en la reata 
nuift^rlca que^no corresponden a n\Smeros racionales y que nuevop 
numeros 'estan asociados con ellos? - . 

Volvaraos a la' primer^ de estas preguntas: iCditio marcaremos los 
puntos sltuados a la Izqulerda del' 0? No hay dufia alguna de^que 
la- recta contlene Infinites puntos a la Izqulerda del ^ 0. Es f acll . 
marcar tales, puntos si segulmos la pauta utlllzada para marcar los 
puntos a la derecha"clel Q.^ Como entohces, usambq ej Intervalo 
desde 0 hasta 1 como unldad Qe medlda, y locallzamos puntos a" 
Intervalos Iguales a lo largo de la. recta hacia la Izqulerda . El 
prlmero de estos pu^itos -lo marcarnos con "l, el segundo con '2, 



^ 4 



etc., donde el slmbolo ""l" se lee "1 negatl-vo ", "2 se lee "2 
negative", ' etc. ^Cual es la coorclenada del punto que esta 7 



ERIC 106 



■5-1 *, . . • . -98- . ^ » • _ 

uhidades a la Izqulerda del . 0? " 

Pfocedifindo como aiites,vpodenios localizar mas* pantos a- la 
l?quierda del Q 'y raarcarlos con slmbolos semejantes a los . 
uaados para lbs nuraeros dela derecha, pero con un^'raya en la • 
p^te supei^lor izqulerda para indlcar__que el num§ro esta a" la 
Izqulerda del 0. ,Asl, por ejemplo, |^ esta a la irflsma d±stan- 
Gla del p por la izqulerda que J 'por la derecha, etc. 



1 -> I 




El conjunto de todos .las ndmeros asoclados con 'juntos en la 
, recta num^rica se llama conjunto de los numeros reales. Los nu- 
meros a la Izqulerda del cero se llaman numeros r^alfes negatlvos 
y los.de la derecha, numeros" * reales posltlvos . .En este lengua^' 
los numeros de la aritmetlca son Ids' numeros reales no j riegatlvos . 

El con junto. N(ie todos los numeros cardlnales, (0, 2, 5/...*), 
reunldo c-on el conjunto "2, "J, ...,) se llama con juntq de 

lo^;enteros f..^, "3, "2, "l, 0, l, 2, 5, El conJun,to de . 

los numeros racjqnales de la aritmetlca, reunido,coh' el de los 
numeros racionale^ negatlvos, se llama c©n junto de. los numeros v 
raclonales . {Clertaraente todos los numeros racionales son nu- 
meros reales*) ' _ . ' " . - 

Recuerda que cada n\iraero raclonal queda ahora aslgnado a un' 
punta de la recta numerlca, pel-o,. quedan todavla muchos puntos a 
los cuales^ ijib se les puede aslgnar nijmeros raclonales.: Los n\j- 
meros-ijjl^ asoc^os con es to s puntos se'^ llamam. numeros ^irraclo - * 
pales.WfAsl, todos los numerbs Irraclbnales son tyimbien numeros 
reales.l Por conslgulente, podemos consilderai' el conjunto de 
los ^n\jmeros reales como el conjunto ^comblnado de los nujneros - 
raclonales e Irraclonales'. 

■Bor ejemplo, todos los enteros,. tales\bmo ""4, 0, 2, 



son 
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numeras racicyaal^si ^alla ejemplos- de ni^ros raclonales- qii>e no _ . 
son* enteros. Adepi^s, todos ios n\5meros racionaleS,; tales como 
0^ 6,» son niimeros reales. ' « 1 • . . 

* Quedd la segunda pregunta: ^I^nde estan'algunos de los puntos 
doi^la recta rtum^yica'-que no corresponden a numeros racionales? En 
jan^'capltulo ulterj,©^ se; xaemostrara que, por ejeinplo, el ntimei^ real 
V5" es un rtumero irraciohp,!. Locallceraos los puntqs con poordenadas 
VS" t ~'J^t respectlvament^e. * ' , . ' 

' Ante t6do, reco3?demos que VS" - es OAn numero cuyo cuadrado es 
2, Puedes-'haber ap'rendido que la longltud de la diagonal de un 
cuadrado, cuyos lados tienen longltud , i, es un nuraero cuyo cua- ^ 
drado es 2. (iConoce's algunos datos acerca de los trl^ngulos • 
rgctangulos que te ayuden a comprobar esto?) Con el fin.de local! 
zar un punto'en la recta numlrica para 4^, todo iQ que hay >que 
hacer es construir un cuadrado cuyo lado tenfe^c longltud 1 y ^ 
t3?asladar la longltud de una de sus dlagonales ^a nuestra recta 
' num^rica- fisto podemos hacerl como ^ 1^. f igura, dibui'ando un ^ 
cll*culo ifeon centro* en el punto 0' en lax recta numerlca y de radio 

/ 



/ 1 

• f ^ 


1 X 


1 * 


."3 


• 


T 1 


0 1 


2 

.jt. » . 


3. 4 

1 



^Igual a l'€L. diagonal del -cuadrado., Este, clrculo corta la recta 
num^rlca-en dos pwntos, cuyas coordenadas son los numeros reales 
y • .V?, respebtlvamente. ■ 
Mas adelante deraostraras que el numero v/^ no es racional. - 
Tal vez creas que sTE es 1.4. * Cuadra 1.4 para que tu ralsmo - 
•^■ comprYebe^ si esto es clerto. iEs (1.4) el mismo numero que 
* 2? * De Igual modo, comprueba 'si ,es 1.^1 j U^H^. El cuadrado 

d,e* qada uno de estos decim€tles fee acerca* cada,,|^z mis a 2 que 61 
aintfer^.or, pero parece |no haber numero racional . alguno * cuyo cuadra- 
" do sea 2." ► ' . 
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Hfiy rauchos mas puntos en*la recta niiin^Plca real cuyas coor- 
denadas no son niSmeros raclonalea, ^iprees que ^ VS" ea uno^de;' 
ellos?« iY 3 iPor.qu^? . 

Conjunto de problemas 5-1. - . 
1. Con^truye las gr^f lefts de los.' slguientej qonjuntjo-s; . ^ 



4 



• (e) V^, 5, ;"3^ 

(g) (3 -3))- ' 

2. En ,cada vino de los slgulentes ejeroicios aparecen las coor- 
denad^B de dos pi:intpsj icu^l eetd a la derechapidel ptro? 

"(a) • ' (e) "f, 0' " ' * (-h*,% V? 

" (<=) "2, -4 " '(g) .0, 3 . (J) l"^ ^ ^ 

3. ^ ^ ntamero ^it es la razdn de la cl^c^cunferencla^ de un cfroul.o 

* . a su dldraetro. Asl, un clrculo cuyo dl^metro es de Ipngltud 

1 tlene' una clrcunferencla de longltud «, Imagina tal clr 
culb descansando^ sobre la rect?a num^rlca en el punto 0, SI 
. sobre la recta, y sin que, resbale, rodamos el ^j^cylo una - 
* vuelt^ con^leta a la derecha, ^ste se -detendr^ en un punto. 
iCudl es la eoordenada dg este punto? Si lo rodamos una 
vuelta corapleta a^la Izqulerda, len qui punto se detendrd? 
iPuedes ^ocallzar aproxlmadsanente estos puntos en la recta 
. num^rloa?^ (El mSmero real «, al Igual que VS", no es un 
niSmero, racional* ) * ' * . ' 
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4. (a) iEa "2 un n)5merp cardiilal? ^Un entero? ^yn numepo ♦ ^ 
IT raclonal? '^Un ndmero real? ' ' ♦ 

(b) iEs un n\amero cardinal? lOn entero? ^Un numerp 

" raclonal? iXki raSmero real? ^ 
\ (c) iEe VS" un n\imero cardinal?" iVn entero?- ^Un numero 
raclonal? iUn mSmero real? ' ■ ,* 

5, ' iCuiles de los sigulentes cpn Juntos son id^nticos? \ 

A es el con Junto de los raaraeros cardinales, B .es el con Junto 
de los enterps ppsitiyos, C es el. conjunto de lo.s enteros no 
negativos*, J es el cdftjunto de .los enteros, N es el conjunto 



•de los niimeros natural es/ 



5-2. Orden en la recta de los nilmeros reales 

y Para el caso de los ntimeros reales positivos, icdmo deacrlbl- 
mos'una ordenacidn? Por.ejemplo, como "5 estd a la izqulerda de 
6" en la recta nura^rica, y como "5 es menor que .6", convenimqs 
que estos dos enxinclados .dicen lo mlsrao acerca de 5 y 6. Escri- 
blmoa esto como el enunciado clerto 

. ' ■ " * 5 6. ' ' • ■ . : 

Asl, 'para un par de mlraeros reales positivos, "est^ a la izqulerda 
de" en la recta nura^rlca y "es menor que" IMican el mismo orden» 

iQu^ eptenderemos por "es menor que" al ref erlmos a 'dos 
niimero^ cualesqulera, ^sean ^stos positivos, negativos, 6 0? 
Kuestra contestacl6n es senclllamente ; "estd a la izqulerda de" 
en la recta de los niimeros, reales. 

* Busquemos una Justif icacidn en. la experiencia diaria. Todos 
conocemos bien los termometros y nos damos cuenta de que las es- 
calas en los term6metros estan marcadas con niimeros , sobre 0, bajo 
6^ y con el 0 mlsmo* Sabemos 'que mlentras m^ls frlo hace, mds 
baja serd la temperatura que leemos en la escala* SI poneraos un^ 
termdroetro en posdlcldii horizontal, como en la figura, vemos que 
se pareoe a parte de nuestra recta. Cuando declmos "es menor que 
("es una temperatura *mas baja que"), queremos decir "esta at la . 
izqulerda de" en la escala d^l termdmetro. En esta escala, iqu^ 
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niimero es menor,, "5 6 "10? ' 

f Asi extendemos el slgnlflcado aoiterior de "es ^enor que"" a 
todo. el conjvtnto de n\Snjeros reales. Convenimos quer . ^ * 
Para los numeros reales, '"es menor que" 
signlfloa "esta a la Izqulerda de" en 
la recta numdrica. SI a y b son .'. . 

rnJmeros reales,' "a es menor que b" se 
escribe "! ^ 

. a < b. , , 

(A.menos que no se especiflqu^ otra <\oBa, ahora ^ en el futuro 
se entenderi qu^ el domlnlo de una variable es el conjiunto de los 
n\jlmero8 reales. ) . 

^Podrlas dar un slgnifioado pars^ "es mayor que" en el caso de 
los numeroB reales? Como antes, usa el slmbolo " > /' para "es 
mayor que". Be Igual raodo, explica qu^ significan " < ", " ^ 
n J «^ 'h ^ It Qg^gQ n^raeros reales. , 

Conjunto de problemaa 5 -2a 

1, Determina curies de los siguientes enunclados son clertos y 

cudles son falsos; ; "x . ' , 

\ (a) 3 < '"I * (f)^ "4 / 3.5 

'(b) 2 < "I , ir (g)' -6 > -3 • ^ \ ^ 

' . (c) ^4 i 3.5 ' (h) 3.5 < "4 ' 

(a) "2.2 (i) -3 < "2.8 ' ' 

(e) |i "(^^ (J) i '2.8 \ 

Consldera los siguientes pares cie ntJmercs reales y decide 
cudles de los enunciadojs que estdn debaJo de <iada par son 
ciertos y cudles son falsos t ^ ' 

- 1 M 
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Ca) . ~3..1^.'y "3: (b) 2 y "2: » . (c) y 2 x 2: 

. '3.'14 < ""3 ^ ' 2 '<*"^; _ ^ A,^ < 2 X 2' 

. "3. "3 *^ ' 2 = '2 ^5-!+lt= 2x2' 

° r3.i4 > "3 2> "2 - ^-^^ 2 >< 2. 



"o-<^oi (tot) 

"0.001 > '(^) 



3. Construye la grdfioa del conjuntp .de validez de cada uno de 
Jlps slgulentes eniinciados/ Por ejemplo: ' ^ \^ 



(a) 




2 


(f) 


c 


■< 


2 


y 


c > "2 






3 • 


(g) 


a 


< 


"3 


y 


a "3 * 


•(c) 


V * 


1- 


(h) 


d 


< 


"1 


6 


d "> 2 




>/ 


"2 






> 


2 


y 


u -< "3 


(e) 




3 d X < "1 , 


(J) 


a 


■< 


6 


y 


-a < "2 • 



4, Para cada uno .de los slgulentes conJunt<^, escribe un enuncladp 
ablerto que contenga la variable x ^cuyo conjuhto de validez 
sea el conjunto dado: *r ' 
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(a) ,A es el- con Junto ' de todos loa n\5meros reales no Iguales 
» • , a' 3« ^ ^ ' ^ •> 

(b) B es el oonjunto de todos los niimeros realea menores qae 
^ ' o Iguales a 2. " . ' 

(Jsy C es_^l. conj'unto de todps los ^xlmeros reales no menores 
^ * ' que • • • * . 

5, , Escoge cualqiAler niSmero resuL positlvo ' pj escpge cualquier 

numero real ^e^gativo ' n. ^Gxiiles de los slgulentes, enunoiados 
' ■ SQii dertos? " - * <® ^ 

' ;:^n*"* P, P ^ n, n<p, n /p. ' 
.6. jSp^ el dp^Ki|ji^o de^ la variable 9 el conjunto de^los fnteros. ' 
\ *E^|bonce§!pi$^ia el ' conjunto ' de valldez dej . . • . * • 

"W P *2 y "4 < p. , ■ - 

.iP^«'2 <5 P = "5. • , 

7. "(a-) (Durante un d£a frlo la temperatura subld 10 grados desde 
ll V5°» iA cuinto subld la temperatura? J 
i[bj , ,Otro dia, la temperatura subl6 5 grados desde^ "10' , iA 

^t)ui^^te un deshlelo en enero^ la temperatura subid de ""is* 



A > a 25* • iCudnto subl6? 



8» JSniVVacla U3[>0' de los-blancos que slguen, usa uno de los^simbolos 
^'-^ * ^ para construlr^ si es poslb3^^ un enunclado elerto^ 



Cb)|t^ „: I .. (e) ^ 
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(c) mi- ^ . . it) 



•Hay^jjC^frtos^ datos sencllloS| ^ero muy Importantes, acerca del 
orden de 'l^a niJmeros en la recta de los niimeros reales* Si esco- 



gemos dos )[|i!iTneros reales dlferentes cualesqulera, estanios seguros 
de que o/el* pritaiero^es menor que el 'segundo o el segundo ^s menor* 
que el primero, pero no ambas cosas. En el lenguaje del dlgebra, 
esta propledad d$ orden4ci<5n de los n\5mero3 reales se convlerte 
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i' ^ eij la propledad de comparaolcSn t ^ 



\ SI a es "un-ntlwiero real y b 

. B "un ntSmero real, entoxJceB " * 
soliBtmente uno de los sigulentes J 
es clerto i •• 
" a -« b, a = b, b* < a. ^ ^» ' 

^ / Conjuaito de pygblemas 5 "2b ' , 
1. Para cada uno de los slgulent^ pares dei niSraeros; coraprueba 
\ que la propledad »de connparacldn es plerta a base 'de hallar 
- cu^l de las tres relaclones exlste. ent^Je aos ndmerosi * . 



(a) , y ~r.6- (d) "16' y 

(b) 0 V -Z ■ (e) 12 y CS + ZXyX^)^ 

(«) |J<-|JLA y > ^1^ * ) (-f) -2 y 2 

E. Usaiido el sdCmbolo^ ■< , cbr^struye enunplados clertos ' qtie con- 
tiengan los slguientea/tjares de mSmeros ; * 

(a) 2.^ ' /■ W ^. ^ 

* (b) z^* I" • ^9 \ 

'(e) 50"' TO" ' " " (J) VS' + It, 'i.^ + 3 

3.. La propledad 'de comparacl<5n^' ya jexpuesta en el texto, es un 
enunclado qcre contlene^el sfmbolo < Trata de forradlar 
la propledad correspondlent© usando el slmbolo " y com- 
pruebala con referenda a los pares de nnlmeros del problema 1. 

,4. Trata de enunolar una ppopledad de« con5)aracl<5n que contenga • 
el slinbolo " > " 



iCudl es el menor de ^ "y . Pijbedes contestar esta pregunta 
apllcando la propledad inultlpl*lcativa del 1 a cada n"dmero para 

^ asx obtener 5 5 = 5 6 ^ 5 * §0* E^tonces ^ g'* 



debiclp a. que ^ .estd a la izquierda de . ^ en la recta num^rlca, 
/ Ahora, deberlas isentlrte capaz de comparar dos n"dmeros i»aclo- 
naPLee* cualesqulera. jCdmo decldirlas cudl es el menor de los dos 
ntfaieros y* '.^-? (No efectiies los c^culosj^sdlo describe 

el. ffi^todo. ) , ' . 

. * Tai yez no*aste, al coiiiparar y ^^'^ 5 (es 

feqiv, < |||) -y 3 < ^ (es^decir, .iPodrlas , 

declr ahbra qu<^ relacldn hay entre y 1^ B}.n tener que 

* escrlbirlos coino fracciones con el ^smb denpminador? iCdmo 
. " ^ /podrlas, de manera semejante^ averiguar, cu^l^ es el menor de ^ . : 
' y ^? Suponte q^ue y -son numeros reales^ y que ademds, 
X ■< "i; "1 •< y.» Usando'de nuevo .la recta num^rica, iqu^ puefles 
decir a-cerca de la relaoidn .que hay entre ^llos? 

* La prppledad de ordenacldn que eniplearaos en los \5ltlmos 1?res • 
e.1emplo8 se llama la prdpledad ^rysitlva* ; ' ^ 

Si a, b, 0, son i^tlmeros reales 
y si' a b y b < c, ' ^ ^ 
entorices a c. ' " • , 

^ * t iC?QnJuAtQ de problemaa 5";2c 

1» En\cada tino de los slgulentes ejerciclos, deteirolna la rela- 
cl6n »de ordenacldn qi>e ha^ entre cada dos. de JLo's tres n\5meros 

Por eJenrplOj^, 5- est^ en la relacl6n: r ^ J 5^?^ 



5 2* ' ^ 



(a) 5, |, y 12^ 

' (b) jt., "it, y - ~V^, 
(c) 1.7,- 0, y "1.7, 

Nota al calce' 
^*Del latin,* transire, cruzar. 
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' (g) '3^ + . _ • . ■ - . ; ■ " 

t (h) ^, J,, p 

2/ Enuncla una propiedad transitlva para > « ilustra dicha "* 
propledad medlante dos de los. ejerclclos del probiema- 1 . ^ 

3. ■ Arturo y Roberto estdn .sentadbs en los' extreinos .opuestos de im 

♦ balaricin (subfe.y baja), y el extremo en que est^-ipentado Arturo . 
. . baja lentamente hasta el ^uelo. Arturo se'levanta y Carlos se^ 
' montaj entonces el extremo donde est^ sentado Roberto baja 
haata' el suelo. iQuii^n pesa mds, Arturo o Carlos? , 

4. iExlste una propledad transitlva para la relacldn. " => "? En 

5. .Eauncia una propledad transitlva. para " > y da^un e;}emp:j.o> " 

6. Hemos llamado niSmeros reales posltlvos al con Junto de los n\S- 
' meros mayore$ que 0^ y na5mfepos reales negatlvos al conjunto 

, de los n\Smeros menores que 0. \ Describe^ > 
(a) los niSmeros reales no posltivos, « ; ' 

. ^ (bl los mSmeros- reales no negatlvos. 

7. Halla la relacl6n que hay en cada uno de los ^slgulentes pares 
de numeros: 

(t>). "^^y "t^, (d) '"-^ y "-^^ 



5^-5* Opugstos 

Cuando marcamos los puntos a »la izquierda del 0 en la .rectfii 
de los numeros reales^ empezamos por marcar Intervalos suaeslvos de 
longitud 1 a la Izqulerda del 0. Sin embargo, podemos tamblen 
aparl&ar Iqb puptosja Igual dlstancla del o' y a dlstlnto lado del 
mlsmo. Aslj ^2 esta a la rnlsma. dlstancla del 0 que 2. ^Que 
iidmero se enctientra a la mlsma dist^ancla del 0 que ^? SI escoges 



yn punto cualqulera^de la recta nmerica^ 43puoclrds hallar un punto 
a la n\lsma dlstancla^ pero a dlstlnto lado^ del 0? puedes 
declr si el punto el mismo 0? • 




Como los dos numeros en cada mo d§ esps .par^s estdn a d^Ls- 
'tlntp lado del 0, es natural que los ^llamemos"' opuestos^^ El 
opuesto de urf ni5iii|ro real dlstlnto de cero es el otro nilmero real 
que estd a Igual dlstancla del *0 eft la recta num^r^da*/- 6Cual 
es el opuesto de 0? \ • , ' ^ , * 

Conslderemos algunos mimeros reales tlplcQs» Escrlbelos en 
una colunma. Luego escribe sus opyiestas en otra ^ooluinna y estudla 
las af iwnaciones que siguen : ^ * • < ' . 

2, "2; "^2 es el opuesto de 2.. 
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■g- * es tel opuesto de -g-. 



0, A . . Oj 0 es el opuesto de, 0, 

un tanto nfoles-to tener que escplblr tales* aflrmacloi^es en esa 
foma y por ello hace falta un slmbolo que slgnlflque "el opuestp 
de", A este f Inj . usaremos la niisma raya con que Indlcamos los 
numeros a la izcpulerda del 0, pero colocandola un poco mas abajo, 
" - "% Boftpleando ^este slmbolo las tres afimaciones se convlerten 
en I9S enunciados ciertos ; • * ' 

= -2 • • . ■ 



1 



"1 



0 = -0. 



(Lee estbs enunclados 
euldadosamente. ) 



De estQS enunciados podemos aprender.dos cosas. Prlmero, que 
""2" -y "-2"^ son nombres dlatintos de vm mlsmo numerp. ' Es decir, . 
"2 negatlvo" y "el opuesto de representan el mlsmo* nTSmero. Por 
lo tarito, no importa si la raya s« escrlbe--*arrl'ba' o .-un poco mas 
abajo, pues en ambos casos slgnlfica lo mlsmo, Slendo est;o asl^ 
no necesltamos los dos slmbolos. » ^ . • . 

iCual de ellos segulremos usando? Eserltai^rlba' larlf'aya se 
aplica'solamente a numeros negatives, mientra3\^(& escrlt^ -un poco 
mas ab'ajg jpuede aplicarse a oualquiqr -numero real. (Observa que elr^ 
t5puesto del mSrnerp positive 2 es.ea niimero negati,vo "2, y que* 
el opuesto del n^taero negative-^ v.a .ej n\Xmero positivo " ) Por 
"la,tanto, es natural\ cons ewar-elsSimbolo para "dpuesto de" (en el 
sen tido de '"negative'' u "opuesto de") cuando el raMero en cuest:^n . 
«s positivo « Ahora los enunciadofi se pueden escribir asl: 

-2 = -2, (lo que leeinos, "negatlvo 2, es el opuesto". d« 2") 

1 .-(_^), (lo que leemos, "^ es el qpuest*^ de negative ^") 

'E1 segundo de estos enun6duados tambi&i se p^d^ leer como: 

1 '1 ' 

^ es el opuesto del opuesto de ^. 

Uria segunda observacldn general: el opueBto del opuesto de un 
numero es^ el^ numero mlsmo ; en islmbolos, ^ J 

Para todo numero real * \ ^ / 

. * . ~(-y) = y. ^ ' , 

iCu^l es el opuesto, del opuesto del opuesto de un numero? iCJudl-es 
el opuesto del opuesto de un numero negative? 

Cuando *escriblmos la' raya " - " a la Izquierda de la variable 
X, estames efectuande con x la operaci<$n de "determinar el opuesto 
*de x"." No confunplas este con la operacidn binaria de la resta que 
se efect^aa con dos numeros, como por e^en^jlo "3 - x", que quiere w- 
decir "x restado de 3".. iOU® clase de ntSmero es -x si x es 
un numero positivo? ^Si x es un numero negative? ^Sl x es. 0? 

El slmbolo "-x" se leerd come "el opuesto de x". De mode que, 
si X es un numero a la derecha del 0 (positive), entences -x 
est^ a la izquierda (negative) j si x esta a la izquierda del 0 
(negative), entences -x estd a la derecha (positive). 
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' . * "' ConjxjtntQ de problems 5 -3a ' \ 

,1, ; Determina el opuesto de cada uno de los slgulentes nUmeros: 
. U). 2.3 ' " X^i . -2. 5) ;V '(e)" ' -(42 x';^^ 

(4>y -2.3 ; ; • x(d> -(3.6 r^/i^) . ' (^) ^(42 + 0) • 

2. ^Qtt4 Qlase de n\Smero es' -k si es posl'tivo?, as! x ea 
negative?, isl x es 0? . . • . 

3. iG^^ cla^e de nilmero es 3tf -x * es ,-un nuroero posit! vq?, 
' isi -X ©s un niSmero negativof , ^si -x es IX? ' * 

,(a) iEs todo niimero real el'ppuesto de^ algiJin n\$maro -real? * 

(b) "'iEs el conjuiato dfe todgs los -©puestqs de injnieros reales 
el mlsmo^qtie el conjunto de todos los mimeros reales? • 

(c) iEs el coniunto de todos' los ndmeros negatives un Wb- 
conjunto del conjunto de todos los opuestos de numeros 
reales^ * / > . ' #, ' 

(d) . ^Es'el conjuntb de .todos los opuestos" de niJmero's reales, 
ufi subconjunto del conjunto de todos 16s n^meros negatives 

(e) ^Es el opuesto de todo.numero un numero negative? 



4. 



La ordenacion de los rjJunieres en la recta de los mipieros r^le 
revel|i que - ^ es raeno5?^ue 2, ^Es el Spuesto de ~ ^ menor 
que el opuesto de 2? Construye ejemples semejante^ cen#etreS' 
pares de niameros. Despu^s que hayas deterrainad* la ordenacidn 
de un "par^ halla la ordenacidn de sus opuestos, Veras que hay 
una propiedad general para opuestos; 

^ ' ' Para lo^ niiraeros reales a ^ b, . * 

si a ■« )d, entences -b < -a.^ 

^ Conjuntd de problemas 5 -3b 
1. Para cada un& de los siguientes pares de n\5meros, determina 
cual es el ms^er : 

{aK 2,-97, -2.97 . • (d) -1, 1 ^ 4g) 0, -0 « 

(b)ly-12, 2 (e) -370, -121- ' (h) -0.1, -0.01 

■(c) -358, -762 ' (/) 0.12, 0.24 (1) o'.l, 0,01 
ytilizande las.relacienes < " © " > escribe enunciados 
clertes. para los siguient^s n^Smeros y sus opuestos. 
EJeraple: Para los nxSmerop 2 y 7, 2 < 7 'y -2 > -7. 
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U) f, . ' (d) 5(^+ 2), |(20;+ 8) -^ . ^^ 

m ^, -It - ' (e) ■.(S + 6);'_2' . r 

(c) It; ^ . (f ) - ^3 > , 17)0), ^^5'+ 0)3) • 

Construye* lajs grdficas de ios conjuntoe de vjialldez de loS 
slgulentes" enunciados ablertos : . , 

".(Sugerencia: Ouando sea conveniente, .emplea la prppledad de • 
ordenael<5n para ppuegtos* antes de haoer^la grdfl'ca.') . 

(a) X > 3^ ' . , (cV '-x> i-" * / . 

(b) x'>.-3. . • . (d)' -xV .3 • / • ' 
DeBcri"be el conjunto de val.idez de *cada enunclado abierto: . 

(a) -x/3 (c) x<0 (ej -x^.O 

(b) -X / -3 ' * W -X 0 ' ' t .(f) -X < 0 * 
A coiitinuacl6n« aparecen algunos con juntos^ En cada caso, 
construye dos enunclados abiertos csfla unp de los^cuales « ^ 
tenga por con^unto de validez el cqptjvnto" conslderado./ (tJsa 
opuestos cuando sea convenlente. ) " - , 

(a) A es el conjunto de todos los niSmeros reales no. negatives. 

(b) B es.el conjunto de todos los raimerps reales no Iguales 

^(c) C es el conjunto de todos los niameros reales no n^ayorea 

(d) j^. - • . 

(e) E es el conjunto de todos los numeros realea. . ' 
Escrpe un fenunclado abierto ^ara cada una de las slguientes 
grdf|;cas: . ^ 

(a^ \ M ' ' ' I "O — ' — : (c) ^ I ■ ' — 0 I h» 

1-2-1 0,12 -2-1 01 2 

-i 0 \' 2 - • -1 6 1 

Escrll)e el* opuesto de cada uno de los slguientes mJimeros y 
luego escoge el que sea mayor del n^mero y su opuesto s 

(a) 3 . I (c) 17 

(b) 0 • . . ^ • (d) -7.2 
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. (f) -0.01, ' " \ . (i) 1 ~ . 

♦8. *Escr^.banios " >- " ppr la f rase "esl;^ mas dlstante Q que" ^ 
en la *recta de los -jciiSmeros reales, iTiene " la mlsma *> * 
propiedad de* con]gp£a?acldn que > "?j es decSla?, si » 2_ b 

oi^'dos niimeros re^es distlntos, ^es clerto que aV "b^ o * 
t)V*.a, pero. lid ambas cosa^? ^Tienfe " >• " una propiedad tran- 
, sitlyja? iPara qu^ subcon^unto del con;Junto de numelfas" reale.s 
' tendiid» " " * y > '\el misino slgniflcado? s 
9» Tpaduxje los aj-guientes enunclados llngulstlcos a enuncladoa 
,ablerto3 y ^describe la v^iable empleada: 
»i (a) La puntuacldn de Juan es mayol* que 100' negative.^ iCual 
V . es su puntuacldn? ^ . 

"(b) que no 'ttengo dlnero", pero inols deudas no pasan de ^200. 
. ■ . iPM^ es ml sltuaoldn flnanclera? / * 
• (c) . Pablo, abofio J|l0 a ^UvCuenta,, pero aiSn debe m^s de i|25,* 
iCual era el montante de su cuenta? 
10. , .Gambia' los numerales y 4§" a formas que tengan el 

mismo denomlnador^ (Sugerencla: Primero cambia ^ y ) 
iQu4 relaci^n jde ordenacldn hay entre ^ y "^^^ (6ugei?en^ 
* cla: Conoclendo la relacion exlstente entre ^ y ^cudl 
sera la relaci<5n entre sua opuestoa^)* Formula ahora \:ina 
regla general para 'determlnar la relaclW-de ordenacfdji que ' 
hay . entre dos nilmeros raclonales negatlvos. > 
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5-4; ^ Valor absoluto ' * ' , ^ 

Queremos deflnlr ahora -lana operacidn nueva^ y muy \Stil que. ' 

ooncleme 8> un solo n\SmeE0 real : la operacidn de tomai' su v^alqr 

absoluto* . . ^ 

El v alor absoluto de un n\lmero real 

distinto de 0 es el mayor entre ^1 ' 

n-dmerp y su opuesto. ^ El. valor' abso- * ' » 

luto de 0 es 0. ♦ ' 
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,E1 vjalor abspluljo cle 4 es 4, porque entpe . 4 ^ y .* -4, . el mayor 
es 4. EL valor absolute he - |- es *p (^Por qu4?) ^Cual es. " » . 
el valor abso'luto de -1-7? Entre un r»^mer6. dl^stirTbo jae.. ;0 y bu 
opuesto, icuil es- el ms^&^t slentpi*©.: el jiositlvo p el negative? * . 

^EaqpljLca per qu^ el valor ab^xaDLuto^jt^n nuraerb real cu^lqu^-era eg" 
^ ^^faero j)0^3ltlvj d' -d*' • • " "^Pf • ' *V ■* " « 

^omo de cbstumbre, convendreraos ?n usar un sjtmbolo para Indicar "* 



la pperi§\clj(n._ 



para' indlc'ar ei valor- absolute ,del*ra&iiero. n.\ I^Dr ejemplo, 
' 4| ||.= 1^ = |12|.= 121 - 



Obsepva^qu^ ca^aVutio ;de 6stp3 es no negatlvo.« 

Si' exStiinas estos nunieros y, sus valores absoliitos en la • 
recta num^Jt^ica, ^qu^ ptjedes conoluir aoeroa de la dlstancla e^tiye * 
-un niJraero y 0?/ Observas que la dlstancia entre 4/ y* 0 es 4,^ v 
entre - l^/y l^ij ptc. Observa tambi^n que la dlstancia 

•entre dqs ppntos- cualesqulera de la recta numerlca es uh ntainero 
real no negatlvo. . . ^ , 

" • . La dlstancia efttre un numero ^ ^ ^ ^ 

* ^ X' * • . Veal y* 0 . en l^^'reclfa de los ^ 

numeros reales es el valor , 
absoliito de ese numero, * * 

^ * • . Con junto de problemas " 5-4a 

1. Halla los valores absolute s de los slgulehtes numero s : 

"(a) (c) (6 4) * •• - (e) -(l4 + O) 

' tb)\-f-5L^ (d) 14x0 • ■^.{-{^3))', 

2. (a) iQcOii clase de numero 'es ■ , i-Que clase de numero es |^|? 

* (^Nq negatlvo o negatlvo?) ' * ^ ' 

(b) SI . X es un numero reai no negative, ique clase de numero 

5. (al 6Qw^ clase de numero es - •?•?, ^qu^ felase de numero es 

I- 1 



I? (^No negatlvo. o negatlvo?) 
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(b) SI X ; es un n\Smero r^al negative, iqu^ ^clase de nxJmero 
63 Ixj? > . ^ / ■ ^ . ... ^ - 

4. ^ iEs * |x| un rtdmero ho negative pai'a- toda x? Eaqplica. ' ? 

5. Si. X es un n\5mero hegativo, icu£l es; el mayor eijitre x y; 

6. iEs^el conjunto {-1,:-2, 1, 2} ce3rar»ado respecto de la operar 
ci<5n de tomar el valor absoiuto de sua elementos? 



No tamos que para lin niimero no"-*negativo, el mayor entre el ^ 
n\5mero y su opueato es el prlmero, Es decir:, * . 

■ . Para todo niSraero real x 

. . q\;\,e sea 0 o posltlvoj 

^ ' * " 1x1^4 X. ; ' ' \ 

iOw^ se ptiede decir acerca de un n^mero negative y sIa valor 

♦ ■ ' 

absolute? Escribe numerales corrientes para .los si'gujtentes pares: 



(-5) » -(-3.1) = 



1 " 



.(i*Qu^ clase de n"umeros sen -5, - -3*1» -467?) Enqontraste que 
' 1-51 = -(-5), ' 1-3.1 I « -(-3.1), ; 



. * l-^l = -(-^7). 
iNo estd Clare ahera ^e |>edemos declr: "El valor absolute de un. 
niSmero nfegativo es el'- opuesto del numero negative"? Es decir: 

Para todo nilmero real negative x, « 

1x1 a —X, 



• Conjunto de problemas 5 -4b ^ 

1, iCudles de l.os siguientes ent;^nciados son ciertos? 

(a) 1-71^^3 • (d) 2 ^ |-3| . (g) -2 < |-3| ^ 
^- (t) |-2| < |-3| (e.) |-5| 1 |2| (h) , IVT^I > )-4| 

(c) J4| < hi (f) -3 < "17 : (1) j-2r « ^ 
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2," Esc3plbe Vada uno de Ids slguientes como un nmeral cprrtentet . 

• ;: ii) |.2| i i>i ■ ■ i-2i + i-3i r .' 

:. (d). •-(i«2t+ i3i) ; (1) -(i-,2i • •• ' ^ 

... (e) (-7| - (7 - 5) W 3 - |3 - 21 < , . • J 

• it)-7 - h?! , ^ (n) -d-Tl - 6) 

■ (g)-|-5|x 2 . ' (o) 'l-sl X h2| . • . 

<h) -(|-5l - 2) • (P) '-(1^1 X 5) . - • J 

. . • • • ; (i) -(|-5| X 1-2|T.'- • . ^ 

5, 'jGu^ es el conjunto de valldez de cada uno de los' slgwlentes 
enWciados ablertos? - I * 

(a)* ]x\ » 1, (b) |k| ^. 5, (c) , |x| + 1 « 4/ *(d);. 5 - M\ ^.-E. 
*4. iCudles de ;Los slguientes enunciados abierfcos son clertos" para 

todas los hi!imea;ros reales x? . , • ; 

. (a) |x| > 0, (b) pc-< |x|, (c) -x^ |x|, (d) -l^l l-x- 
(Sugerencia: Aslgna "un valor ^osltivo a' xj luego aslgnale 
tambi^n un valor negativo antes de tomar una decision,) 

5. 'De3cra.be las .vsurlables^ewplea^as y traduce a un ^enunclado 

ablertot Juan tlene menos dlnero que yo, y yo tengo menos de 
|20, iCudnto dlnero tlene Juan? 

6. l^epresenta grdfl<^amente los conjuntos de valldez de los slgulen- 

^ tes enunciados J , ^ » > • ' • 

(a) |xj ■<. 2 .• • . _ • . 

(b) . X > -2 y X < 2/ * ^ 

" (c) lx| > 2 • • • . 

(d) X < -2 *o X > 2 • N ' 

y?, Compara las grdflcas de los enunciados en los probleraas 6(a> 
' y (b); en 6(cr y (d). . . 

8. Demuesira que si x es un niamero real negativo, entonces^ x 
, es el opuesto del valor absoluto de xj es .decir, si x < 'o, 
entonces x -|x|» ( Sugerencia j 6G''^^1 el opuesto del, 
• opuesto de un«niSmero?) ,* 



- 124 

ERIC . ft 



5-5-. . , ' -116- 

9, Representa gjs4flcamente el conjunto de los enteros menopes 
=i que 5 cuyos valores absolutos sean mayores que 2. iSevi 
-5 un elemento de este con junto? iSerd 0 un >|lement;o' de 
"estQ conjunto? ^Sera -10 un elemento de este conjunto? \ \ -. 

10. si I es ei conjunto de todos los" enteros, R el conjunto de '. ^ 
todos los numeros reales, .y P el conjunto de todos los niimeros 
reales jposltlvos, escribe tres nilmeros: ^ 

" (a) perteneclentes a P pero no a .1, / * " - 

{b) perteneclentes a R pero no a P> 

(c) perteneclentes a R pero no a P nl a 1, 

(d) perteijecientes a P pero ijo a R. ^ \ 

11. ; Traduce a un enunoiadp ablerto : La teraperatura de hoy oscll6 

no, mas de S^grados al rede dor de 0* 
12* Compara los con^Jtintos de valldez de los dos ^nunclados, 

]x| = 0^ |x| = -1* 



5-5» Resiamen 

1. Marcamos 16s puntos a 1^ Izqulerda del 0. en la 3?ecta num^rioa 
con numeros negatlvos j el conjunto de Xob n\^mero3 reaXes con- 
slste en todos los numeros de la aritm^tlca y sua opuestos. 

2* A muchos de los puntos en la recta num^rica no lea aslgnamoa 
niSmeros raclonales como coordenadas, Identlfloamos es'tds 
puntos con numeros Irraclonarea ^ El conjunto de los ntameros 
reales conslste en todos los numeros raclonales y los Irra- 
*^ clonales^ * 

3. Para los numeros rlales^ "es menor que^' signlflca ^'^est^ a la 
izquierda de" en la recta num^rlca* 

4. PropjLedad de comparaclxSn ^ SI a es un numero real y b es 
* un numero real, ^ntonces solamente *uno de los slgulente|^ es 

cierto': a < b, a b* b < a* * ^ ' 

5* Propledad transltlva^ SI a^ bj. c son numeros reales y si 
^ a b y h < c, entonces a. < c. 
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KL opuesto '6.6 0 eo 0, y el opuesto de cualquler otro n\Siiiero 

real es el otro ntSmero que estd a Igual idistancla de 0_ eni la 

recta de .los ntiaeros reales. ' 

KL valor absolttto de 0 es 0, y el valor absoluto de cual- 

quier otro n^mero real • n es el mayor entre n y el opuesto 

de • . t ■ -.^ . 

SI X 'es vca. ntimero poeltivo, entonces -x es un nxllmero nega- 

tivo. SI X es un numero negativo, entonces -x es un ntSmero 

posltlvo. ' ' 

El valor absoluto del ntSmero real n se denota por |n | . 

Tambl^, es un niSmero no negativo ^que representa la dls- 

tancla entre 0 y n *en la recta nximdrlca. ^ > 

SI ii ^ 0, entonces |n| « nj ^ 

SI n < 0, entonces |n| « -n. . • 

. Problemas de repAso ^ 
iCudles de los sigulentes enunciados son clertos?^ 

(a) -2 ^ -5 ' (a) -it -It) ■" - 

(b) -(5 -3) - -(2) ' (e) -2 < h5|; 
■(c) -(5 - 3) < - |-2l (f) |-2| < |-5| 

iCuiles de los slgulentes enunciados son f allocs? » 
•(a) -(-5) \+ 5 >' -(-2) + 6 . (d) I < I y - I < - |< 

(b) 3/ -5 (5 3>-5. (fKjIl^^ 

(c) '3 / -5 y 3 > -3 (f) Cl]-3|; 2V> -( |-5| - |3|) 
Conptruye la gr^f lea de cada uno de los slgulentes lenunclados; 
(a) V > 1 y V < 3 (c^) x < 4 d x > 2 . 

(t) |r| « 2 |x| - X 

Desorilse el conjunto de valldez de* cada enuncladot 

•(a) yi3 y"^ y> ^ (d) |x|. - -x 

-(b) -1u| <'2 < (e) |y| ^ -2 

(c) -3 ^ X < 2 - (f) |v| > 0 , 
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Coxisldera el enunciado ablerto "|xp<5^'. Construye la 
grdrXca de su con^unto de yalidez si el domlnio de x es 
el con^unto de : 

(a) ijoB hiSraeros reales (c) -loa nUmeros reales no negativoa 

(b) los enteros ' , ' (d) los enteros negatlVos. 
Describe las variables oapl^adas y traduce 'cada uno de los 
slgui'entes a un .enunclado abi-erto: 

(a) El juevea la tempera tura media fue> de 4' menos que el 
vlernes, y|el vlemes *estuvo por debajo de -10". iCudl 
fue la tempera tura media el ^ueves? 

(bV El doMngo ia ten^eratura media oscll^ no maa de 6"* 
alrededor de -5*, u 

Si I^^ ^s ei conj^into de todos^ los enteros^ R el conjunto - 
^<ae todos los n-umeros reales^ P el conjuntb de todos los 

numeros teales positlvos, y el conjunto de todos los 

numeros racionales, ^qpu^les de las slgulentes afirmaclones 

son ciertas? - 

(a) * F es wn subconjunto de / 

(b) ^ Todo elem^to de I es nn elemento de P. 

(c) Hay elementos de X que no son elementos de R^. ^ 

(d) Todo elemento de \ I es un"* elemento de ^ 

(e) Hay elemeiitos de^ R, que no son^elementoe de 
Constinaye la grdf lea clel conjunto de enteros* menores que 
6 cuyos valores absolutes sean mayores que 3. ^Es -8 

un elemento de este conjunto? - , 

Cuando surnames un clerto entero, y su sucesor, el resultado 
es el sucesor mismo* . 

(a) Traduce este enunclado llngtilstlco a un en\^clado 
ablerto. ^ ^ 

(b) ^ Halla el conjunto de validez de este enunclado. 
El perlmetro de un cuadrado es menor que 10 pulgadas. 

(a) oQw^ sabei/ acerca del numero de unldadep^ s, "'de longl- 
tud del ladp de eiatte cuadrado? Representa grdflcamente* 
este conjunto, ^ ^ ^ , 
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'•(t>) iQu^ setW acerca del n>Smero de unidades. A, del drea de ^ 
• este cuadrfidor R^presfenta gr^flcamentfe este cbn^uiybo. 
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Capltulo '6 
PROPIEDADES DE. LA STMA 



6rT. Suma' de los n^meros reales . ^ n 

Desde pEimer grado lias estado sumando niSmerosj a saber, los 
n\*taeros no negatives de- la aritm^tica. Ahora nos ocupamos de un 
conjunto mds ampllo de niimeros, el de los raSmeros reales. Nuestya 
larga experrenci^a con la suma de n\5meros no negatlvos, tanto en la 
aritmftica cpmo en la reota num^rica, deberla darnos inmedlata- . 
'mente un Indlclo de c6mo sumar niSmeros reales. ^ 

Oonsideremos las ganancias . y p^rdldas de un vendedor de hela- 
dOB. durante los diez dlas en que tuvo el inegoclo. UsamoB numeros 
positivos para representar las ganancias y ra5m4ros negatlvos para 
representar las p^rdidas. . DescrlbamoB' la operaci^n de su negoclo 
en la prlmera columna y afiadamos otras dos oolumnas, una para los 
computos aritm^tlcos de su Ingreso neto por perlodos de dos dlas^ 
y la .otra para representar- eptos cdmputos en 'la recta nura^rlc^ 

Arltm^tlca- ' Recta num^rlca 



Negoclo 
lunels: Ganan^ia de 



47. 



martes:, Ganancla de 45 ingreso neto 




ml^rcoles: jbanan^aia de ^6 
jufeves: P^ijdlda de 44 
^ (se vacl<5 una goma)^ 

vlemes: " P^rdlda de J|7 

(otra*goma) 
sdbado : Ganancla .de $4 

domln^o: Dla de. descanso^ 
lunes: P^rdlda de ^5 
(hlzo frlo) 

martes: " P^i^lda de 
(hlzo mds frlo) ' . 

ml^rcoles : P^rdldaf de $6 
(cerrd el negoclo) * 



6 + ( -4) « ^ 
Ingreso neto 



(-7^ + 4 = -5 



0 . 



6 



-7 



•3 



-I- 
0 



0 + (-5) = -5 



-3 



(-4) 4- (-6) 



-10 
\*- — 



r 



-10 



— f 

-4 
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Estas cuentas il-ustraii casl todas las poslbles sumas de nxiraeros 
reales: un positive sWado a ui:;|- positive, \xn ppsltlvo guraado a un' 
negatlvQ, un negative sMado a un positive, Cigrp sumado a un nega- > 
tivp y un negative, sumado a un negativo,. ^ . 

\Une de los propdsltos de esta s^cclon sera aprendet* a tra- 
duclr'al lenguaje del algebra unas eperaclones que primerp des- 
crlblraes geera^trlcamentte. La suma en la recta nura^rica es una 
de ellas; tratai?einos de deflnlrla en el lenguaje del algebra. 

SI representj^os la suma 7 + 5 en la- recta n^/merlca, • 
prlmero vames^ desde (X iiasta J, y luego desde 7 nps movemoa 
5 unidades mas' hacBi la derecha . SI consld^eramos (-7) '+ 4, 
prlmero. vames desde 0", hasta (-7) y . luego desde {-J) nos 
moveraos 4 unidades hac la la derecha.-' . Esto% ejpmples nos re^ ' 
puerdan algo que ya sabemps ; Para ^-suraar un n^iraero positive, nos 
movemos hacla la derecha en la recta nura'^rlca. De los otros 
ejepiples, poderaos claramente deduclr qu^ sucede> en la recta nu- 
merlca cuahdo 'surnames un numero negativo . Al suraar (-4), nos 
movemos 4" unidades hacia la Izgulerda i cuando sumaraos (-6) . 
nos moveraos "6 unidades, hacla la Izqulerda. Hay otro caso a 
consldejarf^: Si surnames 0, ^que movlmiente se hace? ' 

, Ya hemes descrlto el movlmiente para todos los casos j Vamos 
a ver si pedemos aprender a ejqpreiaar algebraloamente la dlstancjla 
que nos movemos. Olvldate per el momento de la dlreccldn; s(5lo 
quereraos saber qu^ dlstancla nos moveraos al Ir desde a hasta - ' 
a + b. Cuando b es positive vamos hacla la derecha. Muy bien, " 
ipero que dlstancla? Nos movemos b unidades. Cuando b es 
negative,- Vamos hacla la Izqulerda. ^Qw^ dlstancla? l^ps raovemos 
(^b) unldddes. (Recuerda que (-b) es positive si b eS nega- 
tivo.) SI b es 0, no nos moveraos en absioluto. ^Qu^ slmbolo 
hemes usado con el slgnlflcado: "bj si b es pesltlvej -b, si 
b es negativo; 0, si b- es 0^'?- Por supueste, el simbolo "|b|". 
Asl hemes aprendldo -que para encontrar a + b en la .reota nura'e- 
rica, empezamos en a y nos movemos la distancla ' |b| 
. hacla la derecha, si b es posltivo; 
hacla la izquierda, si % es negativo. 
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Conjunto de problemas 6^1 , 
1, Resuelve los slgulen^es problemas^ ussoiclo ndmeros positives y . 
negatives:^ ; • 

(a) "^tJn equlpo de fiStbol perdjLo ; 6 yaydas en la pi^lmefa jugada . 
y gand 8 yardas en la segunda* iCual^fue el resultado 
neto de las dos Jugadas? \ 

(b) Juan le pago a Jaime los 60/ que le debla, pero Alfredo 
le habla pagado a Juan los 50/ qu% le debla. iCual es 
el resultado neto de las dos trauisacciones de Jiiian? 

(c) Si un temometro registry -35 grados y la temperatura 
si^be 10 grados, ^qu^ temperatura regis trara el termdmetro? 

; si el aum^to de* temperatura hubl era side de 50 grados? 

. (d) La Srta. V^lez rebajo 6 libras durante sy primera semana 
a dleta, rebajd 3 libras la segunda semana, aumentd 4 
• llbyas la teroei^a y aumentd 5 llbras en la illtlma. iCual 
. fue el resultado heto al cabo** de las cuatro semanas? 
2/. Usa la recta num^rlca como ayuda para efectuar lai^ operaciones 
I indicadas con ,numeros realms : ' ^ 

(a) ' .(4 + (-6)) + (-4) . (e) 2 + (O + (-2)) 

(b) . V+ ((-6) + (-4)) , (f) ((-3) + o) + (-2.5) 

(c) . -(4 + (-6)) ■ (g) * |.2| + (-2) 

(d) 3 +((-2) +2) (h) (-3) + +;5) , 

3»* En cada uno de los .siguientes ejerclclos, es^llca con tus pro.- 

pias palabras cdmo sumjas los dos numeros dados : " 
^ (a) 7 +10 ' (f) (-7) + (-10) . " — 

(b) 7 + (-10) . (g) (-7) +10 

, (c) 10 + (-7) . . (h) (-10) + 7 i 

• (d)- (-10) + (17) , (1) (-10) + 0 ^ • 

* (e) 10 + 7 (J) 0 + 7 ^ 

4, (JSn qui partes del probleraa 3 sumaste del mismo modo que lo 

haclas con los numeros de la aritmetlca? 
5* iQ^^ podrlas dacir siempre acerca de la suma cuando ambos 

sumandos ison negativos? ^ ^ 
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6-2* Definlcion de la suma ^ 

Qweremos ahora aprovechar lo que acabamos de aprender acerca 



de la sumaen la rep t a numeric a para expresar^ j)Tlme5?o en nuestro 
iciioma y l\iiego en el lenguaje del algebra, lo que se entlende pbr 
a + *b para todos I09 numeros reales a b* Las cuentas del 
vendedor de helados noB presentaron algunos casos* Ante todo^ „ * * 
sabemofe a base de nuestra experiencia anterior cdmo sumar a 2. 
b si amboQ son numeros no negatives. ^ Gonsideremos, pues, otro 
^ejemploj a saber, un negative sumado- a un negative. iQu4 es 

En la recta nuin^rlca encontramos que * 

(.4) + .(.-6) = (-10). 
Nuestra tarea eJiora es pensar mas cuidadosamente acerca. de cdmo 
^. llegaraos a (--lO)* Etapezamos movl4ndonos desde Q hasta (-4)* 
^Ddnde esta locallzado (--4) ^n la recta numerlca? Estd a la 
izqulerda del 0. qu^ dlstarjcla? "Bistanoift entre un n\jimero 
y 0" era uno de los slgnificados del valor absolute de un numere. 
Asl, la distancia entre \0 y (-4') ,es I -4 1." (Naturalmente, 
vemos que es mas facll escriblr '4 que . |-4|, pero la expreslon 
nes recuerda que estamos pehsando en "distancia deade ^0", 
y en este memento es epertunp r^Cordarlo. ) * 
^'^ (-4) estd, pues, |-4j unidades a la izqulerda de Ov 
Cuando ahora •conslderamos 

• ^ • , • , (t4) + (-6); ■ \ . 

nos movemos otras |-6j unidades hacla la izqujlerda. 6l>dnde- 
estamos ahora? "En ^{ \ A\ + |-6"|). 

Asx, el pensar sobre la distancia desde 0 y sobre la distaneia 
recorrida en la recta num^rica nos ha 13^5vado a reconocer que 
/ ^ '(-4) + (-6) = + |-6|) 

' es un enunclado cierto. ' ^ 

Es razenable que preguntes en este memento qu^ hemes' logrado 
con todo esto. jTomar una. expredion sencilla como (-4) +'(-6), 
y hacerla parecer mas conipllcaclai Cierto, pero la expresidn 
-(|-4| + |-6|), compllca<3a como se ve, tlene una gran ventaja. 
Contlene sdlo operaclones que sabemos efectuar a base de expe - 
rlenclaa prevlas . Veras: l^^l ' y s^"^ ambos numeros posi- 

tivos, y sabemos c6mo sumar numeros pos'ltivosj ademas, 
-(|-4| + |-6|) es el opuesto de un numero, y sabemos edmo hallar' 



ERIC V 



> " - " ' • 'HI ■ 

•ei opueito «n n^Smero, Aal, h^noa* logrado esqpp^sar la s\Ma de 
dos n-dmeros negatlvos^ de la cual sdlo tenlamos una llus'bfracidn 
en la recta num^rlca, por medio del'lenguaje del alfeebra real como 
lo hemoa construido hasta ahora. ^ 

Considera la suraa (-2) + (-5) y observa que por el mlsmo 
ra^onamlento llegas al enunciadq cierto, % 
■ (-2) f (-3) «M1-2| + |-3|). ;> 

De estos ejemplos'se des:^rende q\ie lo sigulente define la 
6uma*de dos n\lnieros negativos en t^rminos de operaciones que ya- 
sabemos efectuar; • ... - . , 

En nuestro idiqma: La suma de dos n\Smero6 negatives' es nega- 
tiva; el valor absoluto de eata %uma ea la siima de, los valorea 
absolutos de los numeros. 

En ei leiiguaje del ^Igebi^: 
^ sr a 2. ^ ^^"^ arabos\raameros negatlvps, entonces 
6 a + b = -( |a| +' |b|). 

Con junto de problemas 6-2a . 
1, Usa la defirjicidn anterior para hallar un nombre corriente 
para cada una de las siguientes sumas^^indicadas, y luego oom- 
pru^balos intuitivamente mediante la dS^terpretacidn por ganan- 
, cias y p^rdldas, o usando la recta num^i^ca. 
EJemplo . ; Por definicidn, * • 

• • (-2) + (-3) -^-( |-2i+ |-3l^ 
: • -(2 + 3) 

ComprobacitSn : Una p^rdida de l|2 seguida de una p^rdida .de 
;}3 , es una p^rdida neta de * ^ 

. (a) (-2) + (-7) * .(d) (-25) + (-73) . 

(b) (-4.6) + (-1.6) (e), 5^+2^ 



(c) (-35) + (-2|) - ; . 

2. 'Escoge un m^todo dualquiera para hallar un nombre corriente 
para *ada uno de los siguientes ; . • 

(a) (-6) + (.7) • (c) ' -(|-7| + |-6|) 

(b) (-7) + (-6) ^ (d) 6 1- (-4) 
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- (e),," (-4) + 6 /" '(h) 1(1-31- .|b|) •, " ■ • 

{f>,- 16| - \M \. (i); 3 H- + 2) 

(g) 0 (-3V ' • , ^ , /, " 

3v HeCLla ^1 conjurito' de validez de cjida unp* de los slgulexites 

enunciados t ^ i . 

;(a) (.-5) + (ic) - rd-Sl + 

(c) (-5) +Mx)'= -(1-31 + , .* ' • 

(d) 'X +.(-5) » -( |-3l + |-5|) I ^ . . 

4. Piensa otra vez sobre'<el probl-ema 3 en el Goij Junto de 

* problemas 6-1 ♦ Cijamdo un n\imero es positive y otro es nega- 
tivD, ia ^u^ dikteikcia de 0 se halla la suma de los dors 
n^meros? . • ^ 

5. iCdmo sabes si la sxima de dos niameros positiva o negativa ^ 
cuando ^no^de alios es positive y el otro es negative? 

*6. ^Es el enunciado ' ^ , . « 

• • (-1) + (-x)-^,-(|-l| + ^ 

cierto para todo% los valores no negatives de x? ' 



Hasta ahora hemes ^considerado lil suma de dos flNSmeres no 
negatives, y/la de dos numeros negatives* Seguidamente consi- 
deraremos la suma de dos numerosT^ne de los cuale? es positlvo 
y jel 'otro negative* ^ 

V«ames otra vez»algunes ejemples feebre ganancias f p^rdj^das: 
Ganancia de ^7 y perdlda de $5; 7 + (-3) = |7| - h^l « |^] 
Ganancla de $3 ^y perdida de $7; 3 + (--7) - |-7| - l3| = 
P^rdida de ^7 .y^ ganancla de p; ^^7) ^ ^ ^ -k; J-7 j ' - |3| ^« 
Perdida de ^5 y ganancia de ^7; (-.3) + 7 J7f - 1-31^. 1^1 

^P^rdida de ^3 y ganancia (|e (-3) + 3 0; |3| - |-3| ^ |0 

Considera estes ejemples en la recta num.4ricaj y tambi^n 
.piensa de nueve sobre las preguntas planteadas en los problemas 
k y ^ del Con junto de problemas 6-2a. De ^stos se desprende 
que la suma de. dos numeros, uno de los cuales es positive (6 0) 
y el* otro negative,^ se obtiene de la siguiente manera: 
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El valor absolute de la suma es la diferencla de los 

valores absolutos los nilraeros. . 4 . " 

La suma es positlva si el n\5mero positivo tlen^ el ^, 
valoi? absolute mayor. ;> 

"La suma es n^igatlva si el -niSmero negative tiene el 
valor 'absolute mayor, . • 

La suma es 0 si eijniraero positive y el negative 
tienen*el mismo valor absolute. 

En el lenguaje del algebra, , s ^ • . 

Si a ^ 0 y b < 0, entonces . ^ 
^ , a + b « |a| - jb|, si |a| 1 [b| ' . • 

a + b = -db), - la|), si |b| > |a 

"Si b ^ 0- y a < 0, entonces: 
a + b = lb I - lal,' si ' ll 



a + b = -(|a| - 1b|),- si^- |a| > |b 

Con^unto de problemas 6 -2b ; ; .( 

Halla la «uma en cada uno de los 'siguientes ejercicios, primepo 
de acuerdo con la def inicion y luego mediante otro ra^todo cual- 
quier'a que creas certveniefite : \ / i: 

(a) (-5)' 4- 5 ^ Me) I8j-f (-14/* 

^b) (-11) + (-5) (f) /2 + 7.4 • . J 

(c)>^(-|) t<^ (er (-§) ' ^ 

(k) 2..+ (-2) ^ * (b) .(-55) + {"^5) 

lEs el cenjunte de tedos los numeros reales cerrado respecto 
de la operacion de sumar? f- 
i^:s el conjunto de todos los numeros reales, negatives cerrado 
respQcto de la suma? Justifica ^tu centestacion. t 
' En el transcurso de una semana las desviaciones en la tempera-^ 
tura media de la^tejnperatura normal de 71 para la estaei6n, 
fuerony-7, 2, -5, 0,- 9, 12, -6t iCual fue la temperature 
media para cada dla? iCual es la suma de las desviaciones? 
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Bara cajia \mo de Iob siguientes enunclados abiertos, haaia un 
inXmero i^eal que haga, clertoj . ' ' * . * • 

(a) X + 2 f 7 ' (f) c + (-3) « -7 ^ ' 

/(bK:5 + t;« -7^ r •, (gry-H|«^| " ^ ^ ' 

(c) a + 5«0' ' > (h)-4x+ (4) J6 .. - \ 

(d) : b + <.7) « 3 (1) (y + .(.2)) > 2 = 3 , 

(e) . (. |) + X.- - I - \ (J) (3 + ^) ^ (,^3^ ; / f I 

iCuales de los- slgulentee er^ncladaa son" Alertos-? 
(a) (-4) + 0 « 4 . 

-(I-V5I tol) = 
(c) J[«3):+5- 5 + (-3) * . ; ; 

<a) (i^ + (-6)) + 6 « 4 +• ((^6) > 6) ' • 

(e) 1:^5) + (-(-5)) » -10 

m (-7) + ((.5)%(-3)) » ((-7) + (^5)) ^3 
(«) -(6 + (.2)) « (^6) + (-2) 

(h) (-7) + (-9) « ^(7 +9) ^ ^ 

(i) , (-3) + -(3 + (-7)) 

Traduce^ 108 al'gulentes enunoladoe llnguisl^Loos a enunclados 
abiertos, Por ejetnplo: Oullleiroo gastd' 60/ el martes y ^ 
ae gand 40/ el mldrcoies. m.no podia recordar" qud sticedld 
el lunes, pero el mldrcoles por la noohe le quedaban ' 50/<. 
4Cu/nto dlnero tenfa el lunes? Si Gulllertno tenia x cen- ^ 
tawfl el Ivines, entoncea* » . / 

i \ X t (-60>) + 40 » 50. 

Eztk se pjAede eacrlblr asl, 

■ .\ ' X + (-20) = 50. • 

(a) vlajas 40 nilllas hacla -ei norte y luego 55 mlllas 
ha«^la el su?*, ia qu6 -dlstancla estaras del punto de 
part Ida? . 

(b) La sW de ( -9)V 28* y un tercer ntimei^, eg ( -52). " ^ 
jCudI es el tei^r mimero? 

(c) A las 8 a.ra. la tengjeratura era/ -2*. Entre las- 8 a.m. 
y el medlodla subld ^ 15% "'Entre el medlodla y lais 4 p.m. 



aioneirtd . 6*.* A las 8 p.m. la tempex»Stura era -9*. * 
• ■^Cudl .fu^ el camb^o de tempeiratura entre las 4 p.m. y 

las y8.p,m, ?. ' . ~ V • ; . 

(di) :S1 im.*hombre que pesaba 200 llT^ras rebaj<5 4 libras en 

vttia s«nana, 6 liljras en' la segjjnda semana y pesaba 195 ' 
I llbi»as. al -termlnar la tercera seman^, ^cu^tas llbras 

aviment6 en la $ercera semana? 
(e) Una accidn que al cierre de operaclones el lunes tenia 

valor de 85, ba3<5 5 puntos el martes, ^Qu^ camblo 

tuvo el ml^rcoles si en la mafiana del jueves su valor 

era de '186? 



6->. .Propledades de la suma ^ . 

Tuvimos buen cuidadQ de descrlblr y hacer una llsta de las. 
' ppopledades de la suma cuando trabajjamos con los numeros de la 

arltm^tlca. -Ahora. que hemos deoldidp c6mo sumar ntSraeros reales, \ 
* deaeamos verlfic^r q\ie estas propieqjpdes de la* suma se apHcan a 

los nilm^ros reales en general* 

Sabemos que\.nuestra definlci<5n de 3\MSt incluye la suma usual 
? de los numeros^ de la arltm^tlca, • pero necesitamos tambien ipoder ^ 

.SKumar de una manera tan sencllla oomb* antes. iPodemos todavla 

sumar num|ros reales en cualgiuler orden y a^ruparlos de la manera 
..que nqs convenga? En otras palabras, ^serdn- l^odavla valldas las^ 
.propl^ades c.onmuj^tiva y asbclatlva de la suma? podemos con- 

vencenjos de que- estas ' propledades tarabi^ii se pueden apllcar a los 
'^'n\5meros reales,' entonces podemos estar seguros de qu,e se cohserva 

la estructura de los nilmei%s cuando pasamos de los numeros de la 

aritmitica a los numeros reales. Mas adelante se plantear^ln-pre? 

guntas arialQgftS yjceycft de la multlplicacl6n. 



las slgulentes preguntais; ^Son 4 + (-3) y : 
(^3) +.4, nombyes del mlsmo n\5mero? Compru'^balo en la recta num^- 
rlca. 'Haz lo mlsmo para ' (-1) + 5 7 5 +'(-^4)j.Para (-2) + (-6). 

y .<-6). + (-2). . » " . ' . . 

ilncluyen- los enunciados anterlores todos los casoa poslbles 
en' la" suma .de numeros ree^s? De no ser asl, busca^ejemplos de 
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los casos -que falten, , . 

papece, pueB« que la suma de dos n\5meros reales cualesqulera' 
es la laiama Jio\3japort:a'en qu4 orden se aumen. Esta es la . ' 
• ^ Propledad conmutatlva de la suma ; Para dos riumeros realea 

cualesquiera a y b', 

^ . • a + b = > + a. , 

Calcula ahora Ips . slgulentes pares de suinas: 

(7 + (-9)) + 3 y 7 + 1-9) +3) 5 ~ 
'(8 + (.-5)) + 2 y 8 +■* ((-5) + 2) J . . 

(4.+ 5) + (-6) y 4+ (5+ (-6)).; V 
^Qwe obs^rvas en estos resulterdos? ^ ' , 

Podrlainos presentar nruchos otros ejemplos, ^Crees que se 
l^btendrlan los ini^mos resultados? Tenemos, pues, la 

Propledad asoclatlva de la suma; Para tres nura^ros reale's 

cuales^uiera. a, b; e, 

(a + b) + c = a + Cb + c). , 
I • Natwalmente, el que las propledades asoclatlva y conra«1?a1iJ.va 
sean v^lldas en. varlos casos no constltuye una demostrac±<5n de que 
sean valldas para todos los casos, Podria darse una demostracldn 
completa de las propledades empleando la deflnici<5n precisa fleJla 
suma de n\Smeros real es en todos los oaso^ poBlbles en qug &e apll- 
quen.las propledades. *Estas demos traolones son largos, particular 
mente la de la -propledad asoclatlva, porque hay que consLderar 
muchos cas6s. No perdereraos tlerapo en presentar estas demostra- 
clones, pero tal vez quleras Intentar la demostracl<5n para la pro- 
pledad. conroutatlva en algunos casos. 

Como la propledad asoclatlva. nos asegpra que en una suma de 
tres numeros reales no Importa qu^ dos niimeros adyacentes sumamos 
prlmero, se. acostumbra qultar los parentesis y dejar las sumas en 
. una forma "no especlf Icada, y^al oomo 4 + (-1) + 3, 

. De la ,deflnicldn de la suma obtenemos otrfi. de sus propledades 
.qu.e es nueva para los numeros reales y que nos sera muy utll. Por 
ejemplOj la definlcion nos dice que 4+ (-4) = 0; que 
(_4) + (k(,-4)). = 0. EnTgenerai, la suma de un numero y su opuesto 
es 0.. Esto lo enunclamos como la * 



Propledad aditlva de los opuestos ; . Para todo n\5mero real a, 

_ -a + (-a) = 0. . 
Otra propledad que ^e desprende dlrectamente de la deflnicldia' 

d.e la Suma es. la . , ' * 

Propledad adltiva del Oi Para 1:odo n\imero real • a, 
^ . a + 0 *" a. 

Construye varies ejemplos Uustratlyos de esta propledad y .de la 
anterior. ' . 

Conjunto d^'^ ' probieinas 6-5 

1, 'Demuestra c6mo podemos usar las pripledadee de la 8uma para 

eacpllcar por qu^ son olertos los slgulentes enunoladoss ^ 
EJemplo . ' . . , 

5 + (3 + (-5)); « 3 + 0 * 
■El numeral a la Izqulerda es * 

* 5 + (3 + (-5)) = (5 + (-5)) + 3' propledadea asoclatlva y 

^ ^ , conmutatlva de la suma. 

* . . ' . . =» 0 + 3 " propledad adltlya de los*. 

* . opuest&s. 

= 5 + 0 ' propledad conmutatlva de 

* la suma. |) 

El numeral a derecha es 
. , .5 + 0. , , 

. (a) 5 + ((-3) + 4) =0 + 4 • ^ 

(b) (5-+ (-3)) +7- ((-5) + .5) +7 

jc) (7 + (-7));+ 6 = 6 . • : 

(d) t-l| 4-'|:3|^+ (-5) -1 
' (e) (12-) + t? +"'(-^)) - ((-2) + 5) + (-^)"' ; 

(f). ■<-U5^!) + 6- 6 + (-5) • 

2. .Consldera varl^is raaneras de efectt^ar mentalmente los slgulentes 

c6iiiputos y halla la que parezca mas sencllla. Despu^s haz las 
sumas*en la forma mas fdcll. * ^ 

- (a) -^+^28 + (.-^ : : ' V-~ 

(b) .27 + (-18>«+ 3 + .73 ^; 

(c) (-5) + 32 + 5 + (-8) ' " ' * . 



: (e) |+.(-3) + 6 +^+ (~2) 

■ it) ^ 253 t (-67) + (-82) + (-133)^ 

: (s) l- il +1+ (-7) + : 

^ (h). (x + 2) +■ (-x) + (.3) 

' (1) w + 2) + (-w) + 1 + (-3) 

3. Haclendo uso de las propledades asoclatlva y conmutatlva de- 
la suma, escribe lan norobre mis senclllo j)ara una de las f rases 
de cada -una de los slgulentes enunciados y halla el con Junto 
de validez del enunciado : 

• ' (a) >x » X + ^-x) . • 

(b) m +*" (7 + (-m)) - m , ' , 

(c) n + % + 2) + (-n) + 1 + (-3) >» 0 
H (d) (y 4- 4) + (-4) » 9 + (-4)^ 

'*4. anpleaUa def^.nlol<5n de la suma de nUmeros nega^tlvos para de- 
mostrar que si 0 y b < 0/ en'tonces a + b « b + a. 

*5» Etaplea la deflnlollJn de la suma para demostrar que a + 0 » a 
para todo n\lmero real a. * 

♦o. Bnplea la definlcldn de la suma para demostrar que a +, (-a) « 0 
para todo.nxSmero real a. (-Sugerencla: Separa los casos a =» 0 
y a / 0. J SI- a / 0, uno de .los niSmeros, a ^ -a es posltlvo 
y el otro negatlvo. UPor qu^?)). , 



6-4. La propledad ' adltlva de la Igualdad 

Hay otro dato aoerca de la suma al cual^debemos prestar 
atencliSn. Sabemos que 

. 4 + ( .^)^«M ). 

Esto slgnlflca que 4 + (-5) y (-«)) .aon.dos nombres para un 
ndmero. Sum^mosle 3 a ese n\5mero. EntoJlKses (4 + (-sj) +3 
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y <-l ) + 5# son nuevamente dos nombres para u'ri n'^lmero. Asl, 



Tambl^n, por aiemplo, 

^ _ + (-5)) + 5 - (-0 + 5. 

An^ogamente, ya que . 

7 « 15 + (-8)* 

:«ntoiice8 * 

. T + (-7) - (15 + (-8)) +/(-7). . 
Esto nos suglere la . 

Propledad adltlva !de, la Igualdad : Para tres n\Jmeros reales 

cualesquiera , a.,' ^» o, * ' , 

' • , b1 a 7» b, entpnces, a + c = b c " 

Ejqpresado en palabras, -si a y ^ boj^ dos nombrea para u n niSme ro, 
entonces'^'a + c y !>-+ c •son dps nombres para un n\Smero. 

' Usemos ahora las propledades • de la suma enuncladas preyla- 
mente.y la p3X>pledad aditiva de la igual^d. 

EJeng>lo 1. Detemdlna el conjunto de valldez del enunclado ablerto 

X + J = -2. 

jPodrlas deljeiminar numeros que hagan este enunclado clerto? SI 
no iQ haces, fidlmente, ipodrlas Aisar como ayiida algunas prople- ; 
dades de la. suma? Veamos. No^aabemps realmente si hsgg; algtSn 
n^ro. que haga este enunclado clerto. Sin embargo, si exists un 
niSmerp x tal que haga clertp el enunclado j (es declr, si el con- 
* Junto -de valldez no es vaclo) entonce's x + | y -2 representan 
el mlsmo nwmero. ^ . — : 

SumAM^fc ' " f ^ niSmeroj entonces, por la propledad 
^iditlva de^rigualdad, teneraos que 

^ (x +^|)'+ (-I)"- -2 + (-|). . ^ 

^Por g^i*^ mimftTnoH - |? Poroue en este cago queremos camblar 
el ^ameral. de la Izqulerda para que s61o contenga'el numeral "x".. 
Otoservs? cdmo esto sucede en las pr^xlmas llneas. Contlnuandp, 
tenemos que N 
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X + Q ? 



-5 



(iPoi* qu^?) 



SI "un'mamero 



Asl, llegaittos al nuevo eijyjmciadp ablerto,- x « 
X hade cierfco el enunciado original, tamtti^n hard clerto este 
nueyo enunclado. • -Estamos seguros de estp porque empleamos las 
propledades que abn vdlldas.paTa todos los numeros realesii- Es/o 



nos dice que ' - 



es el \inlco valor verdadero poslble del -en 
clado original, pero no noa garantiza que ef eotlvamente^ sea urf 

_ ii : L 

5 



St, porque ■(- -^) + 



un valor que haoe clerto el enunclado 

-2. ■ ■ . ■', ■ ' ' • ' 



valor verdadero. 
original? 

Hemos descubierto aqul una Id^a muy importante aceroa de 
enunciados tales como el anterior. ' Demos tramos que si existe un 
raSmero x que haga clerto el.fenunciado original, , en tone es el 
'^^^^co nxJmero que 5c pu'ede representar es' - Al comprobar y 

•hallar que - hace el enuntelado clerto, habremos encontrado 
el tXnicp niSraerp que pertenece. al con Junto de val'ldez. 

El enunclado del e jemplo anterior es una ecuacldn . Al *con- 
.Juntb de validez de una ecuacldn le llamaremos f recuentemente ^su 
conjunto de soluciones y a sus mlerabros les llamaremos soluclones. 
y escribir^os "resuelve" en vez fie "determlna el conjunto de • 
validez de", • . ' 

Ejemplo' 2. R^elve la ecuacldn; . ' . 



Si 



entonces (5 + 



5 + 

5 + 2 
• 7 



5 + ^ 

« X + (-■!•) 



es- clerto para alguna x, 
es clerto para la ralsraa xi 



Si x*= 7, 

el lado izquierdo esj 



X- + 0 
.5+1 



es clerto" para la ralsma 
es clerto para la misma 



x; 



) 
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y eX lado deTOOho esr 

For lo tanto, el con Junto de valldez es* {?}. 

* Con.lunto de problemas 6-4 

Reauelve caola una de las slguientes 'ecuaclones. - Reallza tu 
tJ?abaJo en la^foiroa que muestra el ejemplo 2. 

1. X -t 5 " 15 ' . , 

2/ (-6) + 7 '='(-8)'«+ X 

% <-l) + 2 j+ (-5) = 4 + X + (-5) 

4 (x +- 2) + X. » (-5) + X Y 

5.. (-2)'+ X + (-5) = X .+ (- |)!^ > . \ 

6. |3£| + (-3) « |-2| + 5 . I - , 

7. (-|) + |x| = (-|y + (-1) 

' 8. X + (-5) - |-4| + (-5) • , 

^ ^ ^ 

9* (- 5) + (x + ^) X + (x + ^) 



' ^ Inverso aditlvo^ ' ♦ 
Dos n\Siiiews cuya suma es 0 est^n relaclonados de una mowera 
imiy Rarticular. Por ejemplo, iqvi6 n\5mero Sumado a 5,^ da la suma 
0? lou^mXmero sumado a -4 dsi 0? Bi general, si x, y son 
• •niimeros reales tftlea que ' ^ . ' 

• ' ' ■ X + y = 0, ,f 

decimos que y es un Inv.erso adltlvo de x. A base de esta defi- 
nlcl(5n, i,e^ tarabl^n x un inverso aditivo de y? , 

Penseraos ahora en un ni5mero cual'quiera z que sea un Inverso 
.aditlvQ de,. digamoa, 5. Conocemos, natureanjente, \^n tal n\Smero.j ^. 
.a» saber, -3, pues por^la propledad aditlva de los opuestos, 
3 + (-5) = 0. iPuede haber otro n\imero z tal que. 

• . . 3 + z - 0? . ^ 

Toda nuestra eaqperlencia con mimeros nos dice; *'No, no existe 




nlngilbi otro xnSmero". Pero, io<Smo podemos estar oompletaniQite 
oeguvos de esto? Es posl1?l& resolver esta cueatl<5n haciendp uso 
da las propledades conocldas de la suma, tal como se h3.zo -en el 
eJen3)lo 1 de la seccidn anterior, SI para alg^ mSmero z', 

68 un enunolado derto, entonce^ 

(-5) .+ O + z) - (-5) + 0 ■ ' ' . 

•aerd tambl^n un enimclado clerto, por la propledad adltlva de la 
Igualdad. ^ (^Por qu^ BumamoB, -3?) Bitonces, tambldn 

+ 5) + z « -3 

aera olerto para la mlBraa z, por la propledad asoclatlva de la * 
auma y la propledad adl^tlva del 0. Esto no s dioe f inaa^nente gue 

; ♦ ' . ■ ■ ' z = -3 „ ... 

debe aer olerto tarablin. En este ultimo paso usamos la propledad * 
adltlva de los opuestos* . , » * . ^^"^--n. 

iOM^ hemos hecho aqul? Puesf erapezamos toraando z como 
^ oualgufer n^mero que s^a un Inverso adltlvo de '3j luego encontra- 
mos 'que z tenia que ser Igual a -3; es declr, que -3 ' no b61o 
ea un Inverso adltlvo de 3, slno tamM^n el tinlco Inverso adltlvo 
de 3. 

iHay algo particular acerca del 3? iCrees que el 5 tlene 
mds'de un inverso adltlvo? (-6.3)? Ciertamente, dudamos que 

lo tengan y ^podemos demos trar que no, a base del mlsmo razonamlento 
enqpleado anterioiroente. Sin' embargo, ipodrlamos verlficar esto' 
para todos los niSmeros? Lo que necesltamos es una aflxroacldn • » 
v^lda para eualquier n\3mero>real una afimaeldn que nos dlga 
algo como esto: Sab«nos que (-x) fes un Inverso adltlvo de x; 
.dudamos que haya algun otro, y as! es como podemos demos trar q\ie ' 
no lo hay. Usemos el mlsmo razonamlento que en el caso especial 
cuando x « 3, y veamos si podemos llegar a la conclusidn corres- 



Supongamos que z ^ es eualquier inverso aditivo de X| es 
declr, eualquier ni5mero tal que 

\ X + z « 0. 

Slgulendo la analogla con el caso especial anterior, icu£l debe 



ser el primer pasp ahora? Usamos la propledad adltlva de la Igual- 
dad para escrltir ; \ 

(-x) + (x + z j w <-x) +0. K 
SPetiemos entonces que , 

f ^-x) + x) + z a -X, 

&Ctid!^^«'^n las dos razones enqoleadas para llegar a es^e liltjUao 
enunclado? » . 

Bntonoes , • 

" . 0 + z » -X, (iPor qu^?) 

y i'jLnalmente . t. 

z"» -X. / (iPotf qu^?) 
Tuvlmos dxlto en nuestra tarea» no b(51o para ci^ando x » 3 ' slno 
tanibl^n p«a>a cualquler x. Todo n\Smero x tlene un Inverao adl~ 
tlvo \junlc<D (eato, qulere deolr "aolamente uno")j a saber,* -x. ; 

Frobablemenlbe tendr<ia ahora toda clase de dudas preguntas, 
loW era de esperar. por Der «ata la prl^era deiioatraoldn que 
has vis to en este ourso. que hemosheclip es usar datos ^SL 
oldos aoerca de todos los raimeros real'es -para deduAr un nuevo dato» 
aoeroa <de ellos, nuevo dato que sin duda esperabas que fuera olerto, 
pero que no obstsaa1?e hubo,necesldad de cpspiprobar .en esa forma. Pre- 
senitarewios varlas dem0.stra03.ones en este curso y segiSn vaya's pro-? • 
gresando te aoostumbrar^s cada vez m^s a este tlpo de razonamlento. 
Mlentras tanto, hagamos un comentarlo adlclonal relsiitlvo a la de- 
mo8traol<$n que acabamos de completar. Los dlstlntos pasos> que dlmos 
fueron* desde luego, esoogldos dellberadamentC a fin de llegar al 
resultado. deaeado. Esto puede haberte dado la In^resldn de, quf 
"arreglamos" artlflclosamente la demostracldn y que de otro jnodo 
no hubl^ramos tenldo ^xlto. ^.^Esti permltldo' lo que hlclmos? Si, 
lo estd y de hecho toda demostracldn est^ "arreglada" en el sentldo 
de que solamenibe damos los pasbs que ayudan a nuestro propdslto, y 
nlng^ln otro, Ouando wnpezaraos con ■ ^ * , 

decldlmos emplea^a propledad^^dltlva de la Igualdad para sumar 
(-3) J vez de 4s1?|i, ■ pudlmos haber sumado otro ndmero oualqulera, 
pero en nada nos hubl^qc'a ayudado. Por eso, ho sumsanqs otro niimero, 
slno que sumamos "3. 
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Precuenteanente (aunque no sl^mpre) llamamos " teoremas" a 
jaquellos erw^clados de nuevas propiedacles que podemos. dempstrar 
provienen de ptpas ppople^adeisi ya estaKLecldas. AfjC, la propledad 



referente a inversos adTEivos oTstenida anterlormente, se piAe<jte . 
enunclsur como )xn teorema.* ■• ^ 

Teorema 6-5a^ Cualquler niSmero real x tiene 
exactamente tin Inverso adltiVoj a saber, 

Lljaraamos deiriQ3tracl<5n de un teoreraa al argumento niedlante el cual 
ae nruestra que el teorema, es una CQnaecuencia de otras propledades. 

•J . Conjunto de problemas 6 -5a 
1. Para cada enunciado, halla 3u con junto de^ valldez. , 

(a) ? + X » 0 • . . (f) , |)) + y = 0 

(b) (-2) + a = 0 * (g) (^{2 + i| ~T "a""»r a 

(c) ^+ 5 + y « 0 (h) 2 + X + (-5) - 0 



(d) X + ( - I-) «"0 (1) . 3 t' i-^) « 0 

(e) I -4 1 + 3 + (-4) + c « 0 . .\ 

2, iPudiste lasar el teorema 6-5a para economizar alg\in trabajo 
al r^solver estas ecuaclones? ' / 



Veamos otro ejemplo que ilustre eate metodo de demostrar una 
propledad general de los n\3meros. Naturalmente no podemos demos- 
trar una propledad general de,los nijineros hasta tanto^se nos 
ocurra una; busqueraos una posible propledad general. Recuerda. la 
representaclon de la suraa en la recta num^rica, 0 si lo prefleres, 
la def Inlclon de la suma, para ver que 

(-3).+ (-5) » -(3 + 5). 
Otra- manera de escriblr que (-3) + (-5). V -(3 + 5) son nombres 
del mlsmo nuraero es . - 1 ., , 



" -(3 + 5) = (^"3) + (-5). 

Esto puede llevarnos a sospechar que el'^opuesto de la suma de dos 
n^meros es la suma de los cmueatos*^ Desde luego, solamente hemos 
'comprobado esta conjetura para los nui^eros '3 y. 5, y se^la 



prudente probar alguhos ptros -casos. jBe 

^ ; - (it+(-2| « (-4) (.(-2))-? 

(iCuCl "es otro nombre para ^(-2n?) 

-^(-X) + (-4)) » 1 + 4? " . 
NuestJ^a conjetura parece ser -Cierta^ por lo menos en tfedos 
•los ejemplos conalderadoa. En vez de segulr probando mds ejeraplos 
aritmdtlcamente, enunciemoB ahora la'propledad general que espera- 
mos poder demostrar como \an teorema. 

Teorema 6»5b » ' Para dos n^lmeros reales cuaa^squlera * 
a y b,' -.(a + b) - (-a)- + (-b). 



DerooatraoiHh , Ten¥mb8"'ciue deitfostrar "que (-a) + (-b) y 
-(a + b) son npmbreB de un mismo n\5mero. Comprobemos que 
(-a) + (-b) se cfomporta como el opuesto de , (a + b). Examlnamos 
la e:q>reBl<5n (a + b) + ((-a) + (-b)) , pues si ^aita es 0, 
(~a) + (-b) serd el opuesto de (a -4*13). 

(a + b) + ((-a) + .(-b)) « a + b + <-a) + (rb) ^ 

« ^a + (-a)j + (b + (-b)j- (iPor^qu^?) 
* * « 0 +• 0 . (iPor qu<5?) 

y asl enbont»amos que para todos los numeros reales a 2. 

'^(-a) + (-b) 

• es \m Invepo aditlvo de \a. -Jr b), y que, como el inverse adltlvo 
es T^nlco, 

-(a + b) y (-a) + (-b) 
son nombres de ui^ jmlsmo numero. 

Con Junto 3e problemas 6 -5b 
, 1. iCualea de los slgulentes enunclados son ciertos para todos 
los ntlmeros reales? (Sygerencla: Recuerda que el'opuesto de 
la suma de dos niSmeros es la suma de sus opuestos. ) ^ 
(a) -*{x + y) = (-x)' + (-y) (c) -(-x) » x 
< (b)- -X « -(-3c^ (d) "^x + (-2)) » (-x)'+ 2 
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(f) (a-^.i-'b)) + (r-a) «» t 
2. Juatlflca cada paso de la sigulente.demostraoldn; . Pwa todaa 
loa ndmeros . x, y, * \ 

(-x) + +. (-2)) • y + ^(x + z| , 



ft 

Demostracldn. 



(-x) + ^y + (-z]) « (-x) + ((-25) + y) 

. . . ^ « (~(^ + z)) + y * . ' 

3. iEs - p + 6 + (-4) + 5) «.*(-3) + (-6) + 4 + (*5)? iQui 
podrlas d^cir del opuesto de la suma de mds de dos n\Sineros? 
Determlna cuiles de los slgvilen tea enuncl ados son ciertost 

^(a) - ((-2) .^ 6 + (^5)) 2 + <-6) + 5 
/ (b) -6a + (-b) + (-2)) »"5a + b + 2 

(c) -|a + (-b) (-5c) + ,7d) = l-aT+'b + 5c +.(-.7d) 

(d) -0x + 2y + (-2a) + (-5b])» (- !«) + 2y + (-2a) + (-3b) 

*4. . Of rece un argumen^o para la. conclusldn a >que llegaste en la 

segunda pregunta del problema 3» 
*5. Denmestra .la algulente iJi^opledad d^ la s\ima; . 

Para cualquler niSmero real ^, 'cualquler noSmero 'real 
b y cualquler n\Smero real c, 

,sl a +*c^« b + c, entonces. a = b. 

— : — ^ — ^ 



Hemos deflnldo la suma de los n^meros realea cqiqo ^Igue: 
I La suma de dos n^mexk>s positives nos es conoclda la 

arltm^tica. , } ^ 

La suma de dos-ii^meros-^iiegatlvos es neg^[€lvai el valor 

absoluto de esta suma es la suma de los valores abso- 

lutos de los i^umeros^ \- 

La suma de dos numeros^ uno de ,los cuales es positive {6 /O) 

** 

y el otro negative, se obtiene de la manera algulente j 
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f KL valor abaplxito de la s\ama es la dj.ferencla 
.de los valtwes absolutqs de los* niXmeros, 
La suma es ppsltlva si el niimea?© ipoBltlvo tlene 
el" valop -^^B^lt^^jt^^ta^^v- -—^ ^^-^ 



La, suma es negatlva si el n\imero negative tlene 

el valor ^bsolutp mayor. 
La suma es 0 si el/ndmerp posltlvo y el nega- 
, tivo tlenen el mlsmo valor absoluto. 

Kos hemos convencldo de que las' slgulentes propledadea son 
* v^lldas para la suma de mSmeros realesj , , 

Propiedad conmutatlva de la suma t Para dos ndmeros reales ^ . 

. cualesqulera a 2. ^* . * 

a + b =3 "b. + a» . » 

Propiedad asoclatlva de la suma : Para tres niimeros reales 
cualesqulera . a, b, 2. c, / 

(a + b> + 0 = a + (b + e). 
Propiedad adltlva de los opuestos ; Para todo n\Jmero -real 

• ^ • a + (-a) « 0. . 

■ Propiedad adltlva del Ot Para todo niSmero real a, 

a + 0 = a. . 

Propiedad adltlva de la Igualda-d : Para tres n\imerofl reales 

cualesqulera a, b, 2. °» ' 
. ^ el a » b, entonces a + c = b + c. 

• HemoB-.usado la propiedad adltlva de la Igualdad para deter- . 
- mlnar lodr con Juntos de valldez de enundados ablertos. 

^ Hemos demostrado que el Inverso adltlvo es iSnicoj es declr, 
que cada n\imero tlene exactamente un Inverso. adltlvo que llamamos. 
• su opuesto. • *f 

Hemos descubierto y demos trado que el opuesto de la suma de 
dos mSmeros es lo mlsmo que la suma de bus opuestos. 
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/ ^ . Problemas de repaso ^ . 

,1,. jHalia un nombre corrl^te. para oada uno.de los slgu^lentess 

(a) 5f +"(-6)) ^ +1 • , 

(c) 2 X 7 + (-14)- ' (f) 6(1 + . " 

2. i-Cuai^s los slgulentes ^eiMo^clados son clertos? 
' (a) -3 + (-8) ='Xr8) + 3 > ^ > " 

. (b) ."|-:8| + (-8) « 0 ' ■ ■ \ , I ♦ 

(c) 6 X 3 - 3 «,0. . , ^ • - 

(d) (2 + ■(^3)) + 6 « 2 ,+ ((-5) + 6) 

(e) 5 - 3 :!:^|-5| - |-3| ' ^ . • 

-\ '(f) 5(|10 - tH^. 3 X 5 X 2 • 
(g) 6^6 = 6-+. (-6) J ^ 

3. Indlca c<5mo pueden' utllizarse las propiedades de suina para 

• .explicar por qu^ cada uho d^ los siguientes enunciados es 
f clerto: - » * / . 

' <aK 1+ (7-+ (- |)) 7 - ' • 

(to) 1-51 + (-.36) + I-.36I » 10 + (2 + (-7)) - 

4. Halla el conjurito de vallde? de cada uno de los sigulen^ 

" ' ° ^ + 9 • . - . ' 

(b) x,!- 5 4. (-x) =^12 + (-x) + (I5) 

• (0) 3x + + X = 10 + 3x + (- J) 
(d^ 5 = 5 + |x| 

5. " iPara que conjunto de n^meros es clerto cada uno de los 

• siguientes -Inunclados? 

W J5r+ |a| - |-3| . , 
(0) 131' + JP' |-3| • . , _ ' 




Se^ suman' dos niSmeros. i^,^.^sabes acercia. -ellos si • ^ ^ 
(a) la suma es negativa? \ 
: (i) la sma es ^ b? . ^' . ' ■ V;"-^ \ \ . . , , .-. .... 

(c) la suma.es. positlvaf ' % • " * 

'tJn vvendedor tenia "un; swel dp bdsico de'; " semauaales.. Ademaa 
reclbla^'una. comisldn^ del sobre1e^f^o.tai\4e sus ventas. " 

Durante una semana '41 gs3n<5 4^ 16. ^ ik cu^to subieron sus ventas 
esa semana?* Escribe, vai efiunclado ablerto -pard este probl««iha. 
Una cierta f Igura "tiene cuatro^ lados^- Tres de ellos mlden 8 
pies, '10 pies y 5 pies, respectivamente. ^Cfual es la 'longitud 
dfil cuarto lado?" . 

(a) 'Escribe uri enyncladb abiertp compyesto para este problema. 
,(b) Gonstruye la grafica del conjun^o de yalidez del enunclado 

^ ♦ abierto. * * ' 

Si .a, bv y c son literos de la aritm^tica, escribe cada una 
de las sunias indicadas, como Tan producto^lndicado V cada uno de 

* loV*pfe»ductos indicados cpmo una suma J.ndicadat : 

(a) *(2b ic)aT» ' * (e)*x^y + xy ^ ■ 

(b) 2a(b •+ cj^ 1 (f) ^a^b- i- gab^ ^ . : . 

(c) 5a + 5b - ^ (s) ab(ac +. 5b). 

(d) $x + lOax •'-'. I . (h) •5a(a + 2b + 5c) . 
Dado el con Junto, {-5^ \ -.75/53, ' 

(a) iEs este.conjunto cerradb rfespeeto de la operacion de ^ 
. tomar .el . opuesto de cada uno d^ sus eleraentos? 

' (b> iEs este oonjun.to cerrado respecto de la operacidn de 
> tomar el valor 'absolu to de *cada' elemehto? 
(c) Si un conjunto es cerrado* respecto" d^ .la- operacion de 

tomar el opj^e^tp, isera cerrado tambl^n respecto de la 
, operaeiotr^e t^HM* el valor absoluto? ^Por qu4? 

Dado el con junto (-5» 0>vip# 5, 7J, • 
|(a-) iEs este conjunto c§r^do respecto de la operaci<5n de 
. tomar el valor absoluto de cada uno de sus ele^entos? 

(b) ^Es este conjunto cerrado" respecto de la opera<^dn de 
tpmar el opues'to de cada element©? * ^ 
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(c)^ SI un con Junto es cerra^p respecto.de la operacldn (lei 
tomar el valor absoluto, iserd tamtfilen cerrado respecto ^ 
; de la 'operacldn de tpmar el : opuesto? iPor qud? 
Pos automdviles part^n al mlsmo tlempo de una cludad oorrlendo 
'en misma dlrecoldn. Escribe una frase ablerta para repre- 
feentaR el tlempo que tarda el mds veloz para adelantar m 
millas al .roas lento, si Ifts velocidades a que corren los auto- 
mdviles son 30 y 20 millas poT hora, respectlvamente. . ., 
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Oajpltulo 7 - 

PBOPtEDMks iSe la miiltiplicacion 



. No© toca ahora deo3,djLr c<5mo de^emos multlplioar dos ndweros 
realea i»ara obtener otro ntSmero real. Por lo pronto, todp lo qu« . 
podemos -declr es qwe sabeinos c6mo multlplicar dos numerqa no nega-^ 

Aqai, como en la deClnlcldn de*la suma, es de fundamental 
Importancla que majitengamos la "estructura" del slstema num^rico. 
Sabem^s que si ^ a. If, c son mimeroa cualesquiera de la arltm^tlcaj 

eiiiitonces ' • c , • 

, at =« ta, * % 
. ' * (a'b)o « a('be), ' ' - 

a • 1 a* a, • ' 
. ' a • 0 » 0, . 
' *' a(b + c) = at> + ac. 

(iQu^ nombres les dlmos a estas propledad^s de la raultlpllciacl<5n?) 
* Cualqulera que sea el slgnlflcad6 que le demos' al producto de dos 
niSmeros i^eales, debemoa aseguramos que estd de acuerdo con los 
prpductos que oonocemos de niXmeros reales no negatlvos y ademds que 
las anterlores propledades de la multlpllcaci<Sn tambl^n son ydlldas 
para todos los rolmeros reales. 

Consldera algunos p3?oductos posibles: ' , ♦ . 

(?)(3), (5).{0),^(0)(0),^(-3)(O), (5)(-2), (-2)(-3).. ^ •? 
(iComprenden estos ejerclclos ejmplos de todos los casos de multl- 
»pllcacl<$n de raXm^ros^ positlvos y negatives y cero?) Observa que 
los tres primeros producfos Incluyen solamente niJmeros no negatlvos 
y,- por lo tan to, ya ban sldo determlnados : 

- (2)(5) « 6, (3)(0) - 0, (0)(0) = (0). 
'Trateraos ahora de v^ cuales deber^ ser los tres^ productos restan- 
- tes de.manera que se conserven las propledades bdslcas de la multl- 
plicacl6n arrlba e^unoladas. En primer 'lugar, si queremos que la 
propiedad raultlpllcatlva del cero sea vil Ida .para todos los ntimeros 
reales, debereanos obtener (-5)(0) = 0. Podrlamos consegulr los 
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7-1 ■ . ' ; . • -146- . " 

otros dos productos asl: \ 

. . o»(3)(o). > - .^^ ^ .L._ ^ ^^^^^^:-^^ 

.0 =. (3) fe + (-2)\ , ' esoribiendo 0 = K+ ( -2)7 (NotarS • 
> • que se introduce un niimero negatlvo 

. en la discusion. ) * 

O fl. (3) (2) 4- (3) (-2),, si la p3?opiedad distributlva va a 

. ser vdllda para loa numeros realesj 

0=6+ (5) (-2), * ya que , (3)*(2) « 6. ^ 
De la unicldad del inverse adltivb sabfemos que- el tinlco numerq 
-real que da 0 al*fiuinarlo a 6 es el nxSmero -6. Por lo' tanto.- 
si se desea que las propiedades de los, n\5meros se conserven, el 
iSnlco valor posible que podemos*acep1?ar para (3) (-2) e*3« -6^ 

. Ahora, seguimos jan prpcedimiento parecldo para contestar la 
se©Anda pregunta. ' ■ 

0= ('-2)(0), V-., si la propiedad multipllcatlva del ' 
i, va a . ser vailda para los ntimeros 

' realesj 

0 « (-2) (3 + (-3}) , escribiendo 0 =3:+(-3)j 

^ 0 (-2) (3) + (-»)(-3), si la propiedad distributiva va a 

ser v^lida para los mSmeros realesj 
0 «= (3) (-2) + (-2) (-3), Bi la propiedad conmutativa va a . 

ser vdllda para los numeros realesj 

0 o (-6) + (-2) (-3), por el resulta'do anterior que 'dlo 

. •'(3)(-2) « -6-. 

Hemos llegado a un punto en que (-2) (-5) tiene que ser el ' 
"opuesto de '-6j por lo tanto, si queremos que las propiedades de 
la multiplicaci6p sean valldas para los numeros reales, entonces 
(-2) (-3) tien,e que ser 6. ' ** % 

Pensemos ahora en estos ejemplos en t^rralnos de valor abso- 
lute, . . > 

Becordemos que el producto de dos numeros positives es posi- 
tive. Entences, ^cudles son los valore^'*Tlfe |3|i2| y^|-2||-3|? 
iEn qu^ relacidn estan con (3) (2) y (-2) (-3), -respectivaraente? 
Cempara tambi^n ^ 

raw y -(l-3||Mh y .|-&||-3h (0)(-2) y |0||-2| 

Esta «s la. indlcacl<5n que nBcesitabamos. Si queries que la 
estru6tura del sistema num^rico sea.paifa los n\5meros reales Is/, 
misma que para los numeros, de la aritm^tica, teneraos qu^definir 
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'el productb de\^*)s ntSmeros reales ' aV la slgulente format 

V SI a,, b ' son amtoos negfitlvos o 

ambos no negatjvas, entonces ab = |a| |b|. ■ . 

. Si uno de los n\Smeros a", t' es no ' . ^ 

• N ^ negativo y el otro es negative, "entonces 

. .. / ab « -( |a| |b|)'. : * 

• Es linportante que nos demos cuentia de que," para dos niSmeros 
^reales cuaXesquiera a ^ -.b, \a.\ 7 ' |.b| son numeros de la arlt- 
m^tlca; y ya conoceraos el producto 1^1 (b]. ■ (iPor qu^?) Asl, el ^ 
^ producto |a| |b|, es un n^mero nojnegativo, y el producto ^ ab sera 

■ |a | |b^ o su*opuesto. Una vez mii hemes usado solamente las opera- 
clones ya conocldas: el raultlplicar numeros positives 6 cere, y 

el hallar opuestos. Para recordar la deflnlcicSn, llena los es- 

■ p^icles en bianco <ae las oraclones que si'kuen. con las palabras 
"positive", "negative" o "cere". ^ 

jEL ' producto de dos nuftieros positives es un n^mero ^ , 

EL producto de dos numeros negatives es un rfdmero _ 

El producto de un niimere negative y uno positivo es un 
\ nOlmero 



El producto de un numere'real y cere eS 



Toda vez que el producto ab es bien la| |b]- o su .opuesto, 
y como |a| |b| es no negative, podemo^ enunciar la siguiente pro- 
pi edad de la^multiplicacidn: 

Para dos numeros reales cualesqulera a, b, 

lab I = la I lb 



Conjunto de: problemas 7-1 
i, Utiliza la definicidn de multipllcacidn para calcular los 
siguientes preductos: 

E.1empl08 . {5)(-5). = -{|5|i-5|), = -15 

(-5)(-3) = (|-5||-3|) - 15 , 
(-5)(3) = -(|-5H3|) = -15 
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U) (-7)(-8).. . '(a) (.t8)(i) ■ 

, (b) ■ ■(«) >- |H-|) 

*■ » |(-3)(2)|.(-2) ' (f) |-2|3^-3) + |->|) ■ \ ' 

, 2, Caloulfit lo8 slgul$n1;eB productost ^ 

. ' (a) (-^x-^) \ ' (g) + .7 ; , 

(b) ((-i)(2)) (W)' Ih) |3| jl2| 4. (-6) • ^ 

:(o) ^ i)((2)(-5))^ (1) (-5)|-2| + (-6) ' 

; U) (-3,)(>4) + (.3)(7) Gj) (.5) (1-2) +'(-6)) . . 

; . .'^ (e) ,(-3) ((-^4) + t) V (k) C-0.5) (|.i.5| +'(.4,2)) 

, (f)\.(-3)(-4) + 7 ' : 

3. *S1 X = -2, y a 3, a « -4, halla Ij^s valoref de las slgulentes 

expreslones; ' . . • "* 

i- • (a) 2x + 7y , ' . 

(b) 3(-x) + ((-4)y + 7(-a| ■ 

/ (c) X? + 2(xa) + a^ ^ 

(d) (x+^)2 ^ ; 

(e) x^ + ^3|a| + » 

. ; it) |x + 2| +14^-5) I (-3)" + ar 

4. iCu^lea de las slgulentes enujiclados son clertos? 

(a) 2x + 8^=" 12, cuando x= -10 ' 

(b) 2(-y) + € = '28, cuando y, = '-lO ' 
iM^ (-3) ((2)(-x>) +8/20, cuandt>- x « 2 

./ (d) (-5) (("b)(-,4) ^+ 30) < 0^ c\a{mdo b»2 

j i (e) |x + 3l + (-2) (jx + (-4) j) > 1, cuando x = 2 
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. >Halla 108 con^untos de val^dez de los slguientes enundados 
at)lerto8 y construye siis grifioas. 

E^emplo . Halla el cofl^wnto de valldez de + o « "^^^y'. 

si (3)(-3)' + c « 3(-4) es dertp para alguna c, \ 

entoncea -9 + c - -12 ' es clerto para la ralsma cj • 

* (-9 + c) + 9 » -12 + 9 clerto para la? mlsma cj 

SI . .c « -5* . , 

entonces el raiembro Izqulerdo es (3) (-3^) + (-3) =" -12, 
^y el ralembro'derecho es >^ - 3<-^) « -12. 

For 10 tanto, ei oondunto de "valldez es {-3}» 

• (a) X + '(-3)(-^) « 8 ' * * . . ; 

(b) 2(-2) + y « 3(-2) 

. (c) X + 2 « 5(-6) 4>*(-4)(^8) . • . 

• (d)' x + (-5)(-6) « .(-2)(3) ^ 
,XeO -^--(-5)(r6) + |-2|(3) ^ 
(f) X > C-^)(-2) + (-5){2) 
^ (g) |x| -.(-|)(7) + (-t)(-5) 

6. • Dado el conjunto S - (1, -2, -3, 40, halla el conjunto P de 
todos los produotos de pares de eleraentos de Sj es-declr, pyo^ 

' ' ductos obtenldoB al nrultlpllcar cada elemento de S por «a^ 
elepiento de S. , 

V. I^do el conjunto R de todos los niSmeros reales, halla el con- 
junt^ Q de todos los productos de pares de elementos de R. 
iSerd Q el mlsmo conjunto R? iPodrlas asegurar que R es 
cerrado respecto de la multa^llcacldn? 

8. Dado el conjunto ' N de 1%os los nilmeros reales negativos, 
halla el conjunto T de to^os los productos de pares de ele- 
mentos de N, iSerd cerrado respecto de la raultlpllcacldn el 

• oonjunto de los ntimeros reales negativos? 

9. Dado el conJunto.V= [1, -2, -3, 4), halla el conjunto K de 
1 todoa los nilmerps poaltlvoa obtenldos al multlpllcar pares de 

l^lementos de V. ■ ' • , 

10. bemuestra que el valor absoluto del product© ab es el pro- 
duct© |a| • |b| de los valore?^, absolutpsj es decir, 

labl - |a||b|. 
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.11. 4Qu^ puedea : declr acercaiple dos nilineios reales & ^ "b .en 
cada: uno de >es1bos casos? i .< .. 

(a) ab es posit! vo. ^ . . 

^ (^) ab '. es negatiyo. 

(c) ab es positivp y a es posi^lvo. 

(d) .'ab es posltivo y a es negatlvo. 

(e) ab es negative y a es positivo.* , 
. , (f) ab' es negatlyo y a 'es negatlvo. 

^12, Juistlflca *cada uno de los pasos "enumerados en la demostracipn 
del .teorema sigulentei . • 
Teorema. Si a y b son ni5meros tales qye arabos a 2 ab 
» ^ Bon positives, entonces b sera positivo tambl^ri. 
■Demostraclon. Suponemos aiift. n < a y. 0 < ab." Entonces: 

1. ||no de los' slgulentes es clertoj 
• b < 0, b = 0> q < b. 

2, Si 1} = 0, entonces ab = 0« ' . ' 

, Por lo tanto, "b » 0" es falso,^ ya que las expreslones 
"ab = 0" y "0 < ab" se contradlcen. 
5* ■ Si b.< 0, entonces ab = -(|a||b|j. , 
4. ' Si b ^ 0, entonces ab sera negatlvo. 

Por lo tanto, ^"b < 0" es falso, ya que las expreslones 
■ /|^ab es negatlvo" y "O" < ab" se contradlcen. 
^P^pr lo tanto, 0 < bj es declr, b es positivo, ya que 
esta es la unlca. poslbllldad. 



7-2. ^ Propledades de la itiultlpllcaclon 

La deflnlcldn de J.a raultlplicacidn de' numeros reales qu? . 
dlmo#en la seccidn ahterlor fue suf^erlda por las propledades de ' 
la elstructura, las cuales deslamos conservar para todos los nu- 
raeros. Por otra parte, de hecho no hemes supuesto estas prople- 
dades, porque pudlmos .haber dado la deflnicldn al principle sin 
hacer referenda a ellas. ■ Sin embaf»g€, ahora que hemos formulado 
una def inicldn para la raultlplicacidn, conviene que nos .percate- 
mos de que esta deflnlcldn conduce a las propledades deseadas. 



* lUcho.dfe otra manera, necesltamos demostrar que la. mult;lplicacl<$n 
as! daiflnlda efectlyamente time dlchas pi?opledadeB. ..Toda vez ^ue 

* la deflnlcidn se ewuncla en t^rminos de operaclpnes con ntimeros 
~™posi€lvos'y opuestoa, 4stas ser^ las xinicas 

operaoiones dlsponltlespara^as demostraciones. • 

\ ' Propledad multlpllcatlva d^l * 1 : Para todo n\5inero real a. 



a A 1 a a. 



Demos traol<5n » SI a es positive? o cero, sabepios que 
a(l) « a. SI ^ es negative, nuestra -def Inieldn raultlplicacidn 

afima que * % " „ 

■ ■ - ■ ' ■ i ' ' 

• • a * 1 = -(4^ 1) 

Trata de justiflcar cada paso de la derao3|racl(5n anterior. 



Propledad multlpllcatlva del 0-*- Para tbdo n\Sinero real a, 

a • 0 a 0. 

Escribe la demostrfiecidn de esta propletlacl* 

■ Propledad oonmutatlva de la multlpllcaoldn ; Para dos numeros^ 
reales cualesquj^ra a, "b, 

/• = ba. . 

Si por lO' menos unp de los niSmeros. a, b, es 
cero, entonces ba. (iPor qu^?) ' SI a b son ambos posi- 

tives o ambos ne^gativos, entonc^es •* 

^' ab = |a||b|, y. ba « |b||a|. " . 
Como . jaj ; y /|b| son numerosrde la-^ aritmetica. 



Jallbl « Ibllal. 
Por tanto, * / 

ab = ba 

en ^stos dos cases. 
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SI unp los doe mimerps a, b .«b poBltivo o oero y el otipo 
«8 negatlvo, entonces ^ . 

;ab - :-(lai W) y- ba - | |a|)-, ; 

•Itoda~ve?"q\te-*-: ; — 

'•■ ■ y , jallblVlbtlVi ■• . I • • • /■ 

y oomo los opuestos de ndmerds Iguales son l^ares,. i ^ 

. -(|a|M) « -(tbtlaj). ,, 

For lo tanto, en este caso tenemos tambl^n que ; ( 

ab « ba. . 

Hemos preaentado aqul una demos tracidn conqpleta de la pro-; 
pledad conmutatlva para todoa los n\limeros reales. Pa3?a ello nos ^ ^ 
basamoB en la deflnlcldn preolsa de la nrultipllcacldn de niSmeros "s; 

reales. ■ , , . ' , --^ 

,1 • ---^.^ ■ , . • .| 

Conjunto de problemaa 7-ga ! • 

1, Apllca las propieds^es ya iclemostradas a los slgulentes ejei»c:^- 
olos: ^ ^ — 

Ca) (-|)|-|)(-17)). " (c) (-4)^-1^) + (-IK-^)) ; 

'(b) (-e)(5+ (-6)(|)) \ (d) ^4)(-6) ^ (-8)(-5))(-|^) 

2. Ilustra la demos tracldn de Isi propledad conmutatlva i*enq?la- 
zando a y b como sigues 

(a) (-5) (5) EJemplo .. (-3) (5) » -( |-5| % ) 

- -15 . 
, ,i5)(-5) =^-(i5l|-5'|) 

(b) (5) (-5) 

(c) , (.|)(0) 

^ (d). (-3)(-4) ^ ; • 

• (€.) \(-7)(f) • 



Propledad asoclativa de la multa.pllcacl<in ; Para tres "niSmeJCos 
> ^ reales cu^esq\ilera a, b, c, 

t , " Dwnostracldn ♦ Debemos demosirar . que 3,a pyopiedad es cierta 
para un negatlvo, dos negatives, o tres negatlvps, lo cual serf a ■> 
extehao, Se puede slmpllflcar si obaervamos que . , ■•' 

, • ' ' |(al3)o| = labile] (iPorqu^?) 

. • . : . - iaiibiioi,. . . . : 

^ y tatnbl^n que 

' - |a(bo)| = |a||to| . 

■ ■ ' •; ; ■ ' ■ . - i?HHJoi-S 

Asl I (ab)c I =.*|a'(bc) I para- todos los n^meros :^ales a, "b, c.^ 

Esto reduce . la demostracl<5n de la. propledad asoclatlVa de la 
multlpllcacidn al problema de demos trar que (ab)c ,.y a(bc) son ^* 
ambos positlvos, ambos'cero, o ambos negatlvoa, 

Por ejeinplo, si Cal>)c y a(bc) son ambos negalblvos, <entonces 
*|(ab)c| « - ((ab)c) y |a(bc)l « -(a(bci) . Asl, - (a(bc)) ,= -((ab)c) 
yporlotanto a(bc) = (ab)c. V. ' * 

SI uno d^ a, b, c es cero, entonces (ab)c t= o' y a(bo) ^ 0. 
: (iPor qu^?) Por lo tanto, en este caso (ab)c = a(bc). 

SI a, b, c son todos dl^tintos de cero, tenemos que oonsl- 
derar echo casos diferentes, que dependep de cuales son los niaraeros 
posltlvos y curies negatlvosj segun se muestra en la'tablaque 
algue: * 



SI a es 


+ 




+ 


+ 










y b es 


+ • 


+ 
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y c es 
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entonces ab es 


















bo es 
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(ab)c es 
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a(bc) es 
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.-7-2 * * 

Se llen6 la cuarta ooluinna .en la que ' a es positlvo y b ' 
c son negatives. . En e^te caso, ab es negative be es posl^ 
tivo. Pop lo tanto, (ab)c es positive y a (be) es positivo. 
fqv conslgulente, en este eago, , ( ab ) c = a (be ) . 

La propledaa?asoelatlva establece <me al multlplicar t<^ 
nUmeros pod^mos tomar pi-Lmero.el producto de un par cualqulera /de- 
'n\Smeros que aparezcan adyacentes. Qoinp eonsecuehcla de la aaoola- 
.tlyldad y de la oonittuta*tlvl/iad, podemos escrlblr productos de ^ 
nChneros sin utlllzar slmbolos. de agrupaelon y efeetuar la nrultl- 
paicacl6n en cualquleje grupo y en eualquler orden, * , 

Con^lunto de problemas 7-21? 

1. ^ Copia la tabla anterior y ll^nala. -^Luego, utlllzala para com- 
probar los casos Vestantes y eompleta la* demostracldn. 

2. En cada uno de los sigulentea, veriflca que loa dos numerales 
son nombres del mlsmo ](i"dmero5 , . 
(a) ((3)(2)) y (5) ((2)(-^)) 

• (b) 1(3) ( -2)) (-^) * y (3) {(-2) (-4)) 
(c) (5) (-2) (4) / y (3) {(-2) (4)) ' _ 
^ Met) (-3)(2))(^ 7^ (-3) ((2) (-4)) 

(e) ((-3)(-2))(-4V y (-3H(.-2)(-4)): ^ 
, if) .((3) (-2)) (0) . y (3)((-2)(0)) 

3. Expllc4.Q(5rao las propledades asoclatlva y conmutatlva pueden 
ayudamos a efeetuar de la manera mds sencllla las slgulentes 

* multlpllcaclones : • ^ 

(a) < -5) (17) (-20) (3),. (d) (-f)(|)(|)(-f) 

(b) ;(|);I)'(-|) ■ ' ' (e) (^)(-19)(-3)(50) 
\(c) i:^)(|)(-2l> . (f) (-7)(-25)(3)(-^) 



Vesanos ahora una propledad que relacipna las operaciones de 
la suma y la inultlpllcacl6n. ' * » . 

Propledad dlstrlbutlva. Para trea mlmeros reales cuales- 

qulera a, b, c, 

a(b +• c) = ab + ac, 
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Consldeparemos aolamente ^dguhos ejenqjlosj 
(5)(2 +• (-3)) « ? y (5)(2) .+ (.5)(-3)'- ? . . . 

(5) + (-3)) y (5) (-2) + (5) (-3) = ? 

(-5) ((-2) + (-3| = ? y (-5) (-2). + (-5) (-3) = ? 

propledad cUstributlva ea vdllda para todos las niimeros 
reales, Esto se puede demostrar aplicando las deflnlolones de la 
sumasi^^de la nrultlpllcaci<5n a todos los ca'sos poslbles, lo que re- 
sultaria aiSn m^s tedloso que la deraostraclon de la. asoolatlyldad* 

Conjunto de problemas 7 -2c 
IJtlliza, si eS(33iece^arlo^, Isi propiedad distributive para efectuar,. 
de la manera menos trabajosa las operaciooies indicaoas: 

1 . ( -9) ( -92) + ( -9) ( -8) 4. ( -7) ( - 5^ + ( -7W) 

^ 2. (.63)(6) + (-1,63)(6). 5. ("|) ((-93) + (-71 

3. (- |) ((-4) + 6). 6. (.7)(|) +^(-5)(|) 



Podemos usar la propiedad distributiya para demostrar otpa 
propiedad muy iStil de la multiplicacion. 



Teoreroa 7-2a. 



Peira todo mlmero real 
(-l)(a) = -a. ■ 



a. 



, Para deijioatrar este teorema, debemos verif icar que (-l)a" es 
el opuesto de laj es decir,. que 

a. + (-l)a * 0. 

Demostraoion . . 

a + (-l)a = l(a)'^(-l)a (iPor qu^?) 

= (1 + (-l))a (i^or qu^?) 

= 0 • a , iiVop qu^?) 

» 0. ^ 

Aqui h^os comprobado que (-l)a es un invers 
Como tambi^n saberaos que -a es un inverso aditivo 
el inverso aditivo es linico, hemos demostrado que 

(-l)a = -a. 
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Conjunto de problemas 
Emplea el^teprema 7-2a para demostrai* los aigwlentes teoremas: 
'l. Para dos jmiatQeros reales cualesqu'tera \a> x b» « .-(ab). 

2. ?ara dos numeros reales 'cualesqulera a 2; b, (-a) (-b) « ab, 
5. Escribe nombres corrientes para los sigulentes productos: 

. :(a) (-&)(ab) (a) (-5c)(|d) ' , 

; (b) (.2a)(--5c)- ■ (e) . (|bc)(-6a) 

' .(c^) (33c)T-7y) (f") ('•0.5d)(l.2c) 



7n3. U30 de las propledades de '^t ^ultlpllGacldn 

En, los problemas anterlores vlmos que, ahora podemos escrlblr 

6n vez dQ (-5) a, ' . * ^ 

' -xy en vez d^ (x)(-y), - 

6iD" 4n vez^ de ( -6) ( -b) . ^ ■' • 
De hecfio, ,i 

-ab ^ -(ab) » (-a)(b)fe (a)(-b). " ^ " 

Ahora que podemos multlpllcar nufllerpa reales y dlsponemos de 
las propledades de la rauitAplicacldn de" n^meros reales, t^femos 
una base sdlida para trabajar con una varle'dad de sltuaciones que 
se presentan en el algebra. " 

Conjunto de- problemas 7 -3a 

1. XJtillza la propledad dlstrlloutlva para escrlblr las slgulentes 
expr^siories como suraas indlcadefe: ' " ^ 

(a) 3(x + b) ' (f) (-l)(y + ^z) + 5) . 

(b) (7+(-k))a "(g) (l3+?)y . 

(c) 2(a t b + c5 (h) (-8) ((-4) + {:-ra)) ' 

(d) (-9)(a + bi), (1) (-g')(r + 1 +'(-s) + (-t)) 

(e) ((.p) ^ q)(-3) / . ^ - 

2. Al hacer el probleraa 1 probablemente tuvlste,que en^jlear la 

slgulente propledad: Para dos n\Ameros reales cuklesqulera 

« , • ■ .- » 

a ^ b, - " ■ . 

, ■ ' (-a)(-b) , = ab. / ; 

• Indlca las partes del probleirfa en que la usaste. 
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3. lltaiaLaa.Xa pi?op4.edad dlatrlbutiva pai?a escriblr lae sigMientes 
frasea oomo productos Indlcadosj " 

\ <a) 5a ^ 5b ,. - , V^(r) <a . .)x . (a ; 

. < -9)t> + (-9)0 ^ . ^(g.)-. 7(^) + ;3(^) . _ 
■ (c) 12+18 (h) (-€)a2+ : (-6)1)2 \ 

(d) 5x + 5y + ?z (1) 6a + cb + c . 

. *(e) km + kp ( j) 2a + (-Eb) 

* > 

.4. En los eJerclcioB slgulentes, apllca la propiedad •dlstrlbutlva. 
■ ~ • ■ • f • 

,y otras pr^jpledades que sean necesarlas: 

^ ' E3eylo « 'Sx t 2x - (3 + 2)x = 5x . ' * 

• ' (a) . 12t + r* " . - 

" / (M) 9a ,+ (-.15a) ; 

('c) . (-5)y'+ iV "* . 

(d)^ 12z + z (Sugerencla: z = 1 . z) 



(e) (-3m)^+ (-« 

^^ (f) , / 

^S%.(g) (l..6)b + (^2\4)b 

. (h) (-5)x + 25t + iix 

(1) 3a + 7y (iCuldadoi) 

• (J) 4p + 3P + 9p; 

, (k) 8r f (-I4r) + 6r 

^ (1) 6a + (-4a) + 5t> + 1-415 ' 



En una frase expresada como una \f uma Indlcada A + B, A ' y • 
B se llaman t^mlnos de la frase* si, la frase es del tlporf^ / ^ ' , 
A + B + C, los t^rmlnos seran A, B y C j y asi . suceslvamentk. La 
propiedad dlstrlbuiy.Va puede ser rauy latll para «impllflcar algunas 
frases, *Asl,' encontramos, que . 

! . . • - ^'5a + 8a = (5 + 8)a = 13a ^ 

es xinB. slmplif icacldn poslMe y deseable. Sin embargo, en la frase 
. 5x + 8y , 

es ^osible tal slmpllfloaci^n. iPor qu^?^ . 




A veces podenfos apliq^tr* la propledad distrlbutiva a algunps, 
pero no.a todos, los t^mlnos de una expresldn. Asl, ' ♦ 
6x* + ^ -9)x2, + 1 ix^ + 5y - 6x + (( -9) + l-l) + 57 6x 2x^^ +" 57 

Precuentemente tendremos la oportunidad de hacer esta clas9' de 
Qlinpllflcacl<5n, a la que por convenlencla llamareraoa reduolr 
t^rmlnoa . Por lo general hareraos el plEiso Iptermedio raentalinente. 

'^^ , ' 15W +''(-^)w » 6w. » 

, i Condunto de problemas T-yo 

1. Reduce t^rralnos en las siguleniJes f leases : ' - 

(a) 5x + I0x ^ * ' ^ (i) 5P+.^J> +-8p ; 

(b) (-9)a"+ ('-4a) ' ; U) 7x +^ (-lOx) + 5x^-. ^ 

(c) rik + (-2)k * (k). •12a»+ 5G,-e (-2c)i + Ja 

(d) ( -27b) +''30b ^(1) 6a + 4b + c " ^ • V * « 

* - (e) 17n + (-l6)n- (m)* 9p + 4q + .(-3)p + 7q ' 

(f) "X + 8x (Sugere'nclat ^ X'= 1 • x) 

(g) .(-15a) + a (b) 4x + ('-2>^ + (-5x) + 5x^ ■ 

2. Ademas de la propfedad dlstrlbutlva, ^q^^^ otras propledades " 
de los nuraeros reales , utlllzaste en ,6r jftroblema 1, partes . 

*' (f), (g), (k) y (m)? • y - • 

3. liJalla el conjunto de validez de cada uno de los sigulentes 
'enunclados ablertos; (Cdrablna't^rrainos 6n cada frase cuando 
sea poslble. ) ^ ^ • • 

(a) 63c + 9x « 30 (f) {-5a) + 5a + 5 « 5 - 

J* 

(b) (-5a) + (-7a) « 40 ,(g) x + 2x + 5x - 42 

(c) X + 5x = 3 + 6x V , ^ (h) X + 9 = 20 

(d) 3y + 8y 4i 9 = -90 ' (1) 2y = y +'l 

(e) l4x 4- {-l4)x = 15 > ». (j) 12 « 4y + 2y 
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* « ^ , ' « „ 

7-4. Uao ulterior, de la^propledafles de la nrultlpllcacldn 

Hemos ylsW cdmo la propiedad distributiva'nos permit© reducdr 
t^rrainos de una frase. Las propleaades de la niultipllcacldn son 
tambl^n. utiles en clertas t^cnlcas del algel)ra relaclonadas con 
pro4iactos que contlenen fras^s. ^ ^ 
E.1emplQ IV "(5x\) (7ax)" puede escrlbirse en forma rods sencllla 
oomo "21ax\". 

Los pasos indicados mas adelante demuestran que esto es <iierto. 
justlflca cada uno de ellos. , 

(3x^y)(7ax) = 5 • X • X • y * -/ • a • X 
B 5^' 7 • a • X • X • X • y 
,. = (5 * 7)a(x . X . x)y 

= 21ax^y. ♦ 
' (Obaerva que escrlbdjmos x • x • x como x .) 

Aun cuando en la practlca no escriblmos todos estos pa^osj 
debemos slempre dambs cuenta de cdiflo estas slmpliflcaclones de- 
'*penden de las propledades fundamentales de la multlpllcacldn, y' 
*estar dl spues tos a expllcar en cualquier raomento los ^pasos Inter- 
medfos. 

' * ' , Con.lunto de problemas 7 -4a 

Slmpllflca las slgulentes expreslones y,. en el caso del problema ^ 
escribe los pasos que explican la slmpllf Icaclon ; 

1. (-3>(8b)- . ... 8. •(|abc)(^bGd) 

(4c)(-5c) - ^* 9. (-12pq)t-4pq) 



2, 



-5. (9b)(-8) * 10. (20bV)(t0bd) 



4. (-6y)r-7z) ^ . (4ab)(9a^) 



5. (-5bc).(.-6c) *12. (-7b)(-4a)c 

v6. (•5w^)(-3w), ' 15» (•-2x){5ax)(-4a) 

7. .(4y^)(-5ay) * l4. (6ab) (-2abc) (-a) 



8 
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Podemos combinai* el m^todp "utllizado en los ejercicios 
anterlores con la propiedad distributlva para ef ectuar aal 
multlpllcaclonea tales como las slguientes: 

. (-3a) (2a + 3b +.(-5)c) » (-6a^) + (-9ab) + I5ac. 

- Adeinds, toda vez que demostramos en la secclon 7-2 que 

-a ?= (-I)a, " ' 

podemoa^ de nuevo con la ayuda de la propiedad distributiva, 
slmpllflcar expreslones tales como 

-(x^ +,(-7x5 + (-6)) = (M)P + (-7X) + (-6)) 

H • = (-x^) + 7x -tr 6. 

Conjunto de problemas Zrii^b 
'Escribe las slgulentea eaqpreslones en la >f orma ^dicada en los 





enqplos anterlores : 


to 
• 




1. 


(-3)(c + d). 


7. 


-(p + q -K r) 


2. 


2(8 + (-3b) + 7b^) 


8. 


,(-7) (5a + (-5t))) 


3. 


6x(3y + z) 


9. 


6xy(2x + 33cy + 4y) 




. (-3)bV(^t> + 7c) . 


10". 


-(a^ + 2ab + b^) , 


5. 


5x(x + 6) 


11. 


(-4c)(2a + (-5b) + (-e 


6. 


10b (zb^ + 7b|+ (-4)) 


• 12. 


(-x)(x+(.l)) 



'Como recordards, del trabajo que hlclste en el capltulo 3, 
en alguhas opasiopes la propiedad distributive se utillza varias 
veces en^'un misrao ejen^lo. " . . 

EJ.einplo i. • (x + 3)(x + 2) = (x + 3)x + (x. + 3)2 

' ' = x"^ + .3x + 2x + 6 

X + (3 + 2)x + 6 
2 

= X + 5x + 6 



y » 
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BJemplo 2. Ya + (-7)) (a' .+ 3) = (a + <-?)) a + (a ( (-^7)) 5 

"* = a^ + (-7)a.+ 5a + (-21) ^ ■ 

• • «- a^ + ((-7) + 3)a + (-21) 

■ • " • ; = a^ + (-^)a +.(-21) 

E.1einplo >. (x + y + z)(b + 5) = (x •+ y + *z)t» + (x +' y + z)5 

=• bx .+ by V,"bz + 5x + 5y + 52- " 

^ Conjunto de prablemas , 7-^0 

1, EfectiSa'las slgulentes multlplicaciones ;* . 

(a) (3e+8)(x4 2) (d) (a 4- 2)(a + 2) 

(b) (y + (-?)) (y + (-5)) (e). (x + 6) (x + (-6)^ 
. -"(c) (6a + tr5)) (a + (-2)) \(f) (y + 3) (y + (-5)) 

2. DeiiSuestra que para los mimeros reales a, b, c, d, 

. • " ■ "' , , , . ■ ■ . ' ■ 

(a + b-)(q + d) « ac + (be .+ ad) + bd, 

(Observa que ac es el producto de Iob j^rimeros t^rmlnos, bd 
es el producto de los «egundoa t4rminos y (be + ad') es la 
suma^de los productos restantes. ) 

3. Efectua las siguientes raultipllcaciones? 

(a) (a + 3')(a +1) • (d) (y + (-^)).(y^ + (-2y) + 1) 
, (b) ■ (2x:'+ 3)(3x + 4) . (e) (ra + 3)(m + 3) 

, (c) (a4.c)(b + d) (f> (2 ^ z)(7 + z) ."^ 

4, Efectiia las slgulentes iHultlpllcdclones: " ^ 
^. (a) (3a + 2) (a +1) (d) (2pq + (-8)) (3pq'H- 7) \ 

] (b) (x + 5)(4x + 3) ■ (e) (8 + {-3y) + (-y^))'(2 +.(-y)) 

(c) (1 + n)(8 + 5n) " (f) (sy + (-2x)) (3y -H'(-x)) 



7^.5. El Inverso multlpllcatlvo . ^ 

En la seccl6n 6-4- dedcubrimoa qu^ todo numero real tlene un ' ■ 
inverso adltivo. En otras-^labras, para todo numero real exlste 
otromimero real.^e modo que la suraa de los. dps nuraerps es 0. 
Toda vez que cualquier numero real perraanece Inalterado cuaiido ae 
le aflade 0 (iPor que?), llamamos al ri#ero 0 el elemento identl- 
dad o elemento neutral pafa la sutna . • 
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iHabra un concepto correspond! en te al inverse muatipllcativo 
para los niSmeros realeia? Ante todo, debemos tener un elemento 
identldad paJPa la multlpllcacidn. Toda vez que un numero real 
dado no cambla al loultiplicarlo por l (^Por qu^?), llamamos 
al n\imero ' 1 el elemgnto Identldad o elemento neutral para la 
multipllcacldn . Para un n\iraero real dado, ^existe otro ntlmero 
real de modo que el product© de los dos numeros sea 1? 

. Por ejemplo, consldera el n\5mero 6. iExiste un nUmero 
real que al multlpllcarlo por 6 d^ 1 como producto? Ensa- 
yando con varios numeros o.empleando tus conoclmientos de arit- 
m^tlca, probablemente.verds que ^ es un tal nilmero, debldo a 
que 6 • ^ = 1» Halla un ni^mero que al multlpllcarlo por -2 
d^ 1 como iM?oducto. Ha25 lo mlsmo con - j y con Antes 
de segulr adelante, demos una deflnicldn preclsa de Inverso 

i ' II 1 1 1 1 11 ■■■ 

multlpllcatlvjo . 

Si c 2^ d son nxaraeros reales tales que 

cd = 1, 

entonces llamamos a d un Inverso multiplicatlvo 
de c. ■ 

Si. d es.un Inverso multiplicatlvo de t, isera entonces 
c un inverso multiplicatlvo de d? ^-Por qu^? ^Tendr^ todo 
ntSmero real un inverpo multiplicatlvo? iCu^l es un inverso 
multiplicatlvo de 0? * 

Si examinamos estos inverses en la recta num^rica, podemos 
observar algo aoerca de su compprtamiento. En el sigulente dia- 
grama algunos roiraeros y sus invei<sbs raultipllcativoa aparecen . 
asociados medlante flechas dobles. iC6mo podrlas coraprobar qUe 

rtba pares de numeros son realmente inyersos raultipllcatlvos? 
'iPodri^sta::l]5iaginalrte la disposlcldn de las flechas dobles si 
marcaramos x§e-dCgual modo muchos otros pares de estos inverses' 
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iQu^ suQede con el numero 



0? 



^Con que nuraero podrl^t aparearse? 
iExlste un niimero b tal *que 0 • b = 1? ^Qu^ pu'edes aflwiar 
acerca de un Inverso m\|JtipllGatlvo de 0? 

Si examlnas las flechas dobles del dlfegrama anterior, tal 
vez reclbas la ijnpreslon de que el Inverso raultlpria.cativo de un 
n\Smero viene ejcpresado en una forraa que obtiene Intercarabiand^ 
numerador"- y" denoinlnador. iOu^ sucederia con ^/5? Clertamente, 
V5 = 4('v/5 • ^) * 4 • 5 =^ 1* cle modo que V5 , y 



^^/5 '• 



son Inversos multlpllcativos el uno del otro. 

Ahora podemos enunclar la propledad que heitios estado inves- 
tigando. Es en realldad una propledad nueva de los numeros reales,, 
ya que ng puede derlvarse de las propledades que hemos enunclado 
hasta ahora. 

La exlstencla de Inverses multlpllcativos t Para 
todo nilmero real c dlstlnto de 0, e:^lste un 
r niSmero real f tal que cd% 1. 

\^Cuandb estudlemos mas probleraas, veras mas clara, si no es ya 
obvii^parau ti, la idea de que los numeros reales poseen esta pro- 
pledad. Es -Qbvio tambi^n, por e^cperlencia, que cada n\3mero dls- 
tlnto de cero tlene exactamente un Inverso multipllcatlvo; es declr, 
.el inverso multipllcatlvo de v^? m5mero es ^nlco . Supondremos la 
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unlcldad aun 6-uan4o la podrlamos demostrar a base de las otras 
propiedades tal coino.lo hlcl^o's en el ^aso del Ixivemo aditlvo. 
(Fljate en el Con Junto de problemas 7-8a. ) ; * 

ConJ'unto de problemas 7-5 
1. Halla loa Inversps multlplicatlvos de los slgulentes nxKmeros: 

, 3* "g-, -3, - f, If p - -^Jt "f^* - "TOC' ^'^Si -6,8. 

.2. Construye una recta num^rlca y marca con fiechas dobles los 

n\5meros 3, -3, - -g-, ^, 7, y sus Inversos multipllcatlvos. 

3. Construye una recta num^rlca y marca con flechas "dobles los 

niimeros 3, ^, -5,'- -g-* ^, 7# y sus Inversos adltlvoa . lOdm 

dlf Jere eate esquema de flechas dobles del que aparece en el 
problema 2? * . . ' 

4. Si b es un Inverso raultlpllcativo de a, iqu^ valores ob- 
tenenios para b si a es mayor que 1? iQu^ valores ob- 
teneraos para b si a estd entre 0 y 1? iCual es un 
inverso multipilcatlvo de 1? 

5. Si b es un Inverso multlpllcativo de a, ^qu^ valores ob- 
tenemos i^i^ra b si a es menor que -1? iSi a < 0 y 

a > -1? iCual es un Inv^so multiplicativo de -1? 

6. Si "b-es el inverso fiultlpllcativo de a, iqu^ valores ob- 
tenemos para b si a es positive? ^Si a es negativo? 



7-6. Propiedad multiplicativa de la igualdad 

En el capltulo- anterior, enunciamos la propiedad aditlva de 
la, igualdad. iSerd posible hallar una propiedad correspondiente 
de la multiplicacidn? . Considera los siguientes enunciados: 

Como, {-2)(3) - -6, en^onces ((-2)(3)) (-4) = (-6)(-4). 

-Como (-5)(-3) * 15, ^ entonqes ((-5)(-3)) (^) = t;t5)(5). 

Observa que "(-2) (5)" -y "-6" son nombres distlntos -para 
el mlsmo numero, y cuando multiplicamos (-4) por este niAtiero 



oi)te»einQS " |*2)(5)) (-4)" . "(-6)(-4)" como nombres ^stintos . 
i para ,un Inuevo iBlmero. r * ; § ^ 

En general, tenemos la , * \ 

Propledad multlpilcatlva' de la l^aldaa^ r- Para tre? rnSinfiras - 
reales ouales^tilera' a, b y c, bX a t b, entonces ac » 6c. 

; \ • Conjunto de problemaa 7-p 

, 1. Del, mlsmo modo que en el caso anterlorT^xplica er\ palabras 

' • . el enunciado: "Como (-5) (-3) » 15, entbnces ((-5) (-3)) (5) *= 

• (15)(^)". . • 

2. iCudles de los slgulentes 6nunclados son clertos? 

-4a). ., SI 2x = 6,' entonces 2x(|-) « 6(1-). . , , , 

(b) ' Si 3a » 9» entohces ^(3) » 9(3)* 

(c) Si = 12, entonces t^{^) = 12C^). 

(d) Si |y = 16, entonces |y(f) =* • 
" (e) SI 24 = entonces 24 (^) = ^(^). ' 

3. Halla el conjunto de validez de cada uno de los slgulentes 

enuncladost ^ . ^ 

E^emplo Betermlna el conjunto de validez 4e^--f3c » 60. 

Si^ Sk, = 60 es clerto para alguna x. 



entonces |x(|) « 6o(|) es clerto para la mlsma^ x 

(iPor que multlpllcamos por ^?) 

(jf) (^j) 3t «= 24 . es Werto para la'^mlsma x 

X » 24. ~ ' ' 

^ SI ' ; X = 24, 

entonces el ml^mbro izquierdo es (|)(24) = 60, y el.-.ndembro^ 

4erecho 'es 60. ' • , 

De modo que (2^^) - 60" es un e^unclado clerto, y el conjun^o 
de validez es .[2.4}. 



(a) 12x « 6 - (d) 15 = 5y • (g) 1 

.•• (b) 7x»^6 (e) 5 = 5y (h) |z « | 

-(c) 63c 6 ' (f) 2 = 5y . (1) 1^ = 1 

I 4, Determlna los conjuntoa ae vall4eis de los slgulentes enun- 
cladQS ablertos: 

(a) 7a = 35 • (e) § = 3a ; 

(b) 5 ^ (f) 3 + X - I 

, (c) 7n = 5 \ (g) -12 = 3k . j 

(d) |c = >2 (h) 0 

5. (a) Halla elValor de B en la fdrraula V = jEh, si sabes 

que V es 84 y h es 7. 

(b) Usa la. fdrmula PV = pv para hallar el valor de p, si 

-"^ P «= 5, V = 260 y v = 100. 



7-7. Solu clones de eouaclones .\^\ 
' Anterlormente, hallaste y luego comprobaste ppslbl4p ele- 
mentoB de los conjuntos de validez de clertos enu^iclados tales 
como la ecuacidn, > 

3x + 7 = X + 15. 

Ahora estamos preparados para reaolver tales ecuaclones medlante 
un procedlmlento mds general. ("Resolver" slgnlflca hallar el 
con Junto de validgz. ) • 

Prlmero, aabemos que, por la propledad adltlva de la igual- 
dad, cualquier valor de x para el cual 

3x + 7 = X + 15 

es un enunclado clerto, es tambi^ixjin valor de x para el cual 

(3x + 7) + ^-x) +"(^7)) « (x + 15).+ ((-x) + (-7)) 

I es clerto. , Podemos slmpllf Icar los numerales en cada miembro de 
/ este ^nunciado para obtener^ 



+ (-x)) + (7 + (-7)) - (x + (15 + ,(-7>), 

y finalmente = 8. 

Aqul, hemos sumado el numero real ^-x) + (~7)j| a cada mlembro' del 
. enunclado y obtuvlmos el nuevo enunciado "2x = 8"'. Asl, cada nu- 
*mero del con Junto de validez de "Jx + 7 x + 15" es un fiumero del 
^ .conj\Jinto de vallde? de "2x = 8", debido a que 1% pfopiedad adltlva 
de la Iguald&d es vallda para todos los nuineros reales. 

Apllqueraos despu^s la propledad multlpllcativa de la Igualdad 
para obtener • , . • 

. : . (^)2x = 4(8), / , ■ 

Asl^ ^^SLCia numero'del conjunto de validez de ^^2x t= 8" es un ijiumero 
del conjunto de validez de ^'x 4"* ^ 



Ahora po demos deducir que toda soluclon de "5^ + 7 = x 



^es und soluclon de "x =^ ^ La* soluclon de esta*" ultima ecukcidn. 
es obvlamente 4. Pero^ iestaremos seguros de que 4 es ;uJia solu-- 
cidn de /*3x + 7 t= x + 15"? Esto lo podrlamos comprobar facllmente^ 
pero aprovechemos este ejemplo para sugerlr un procedlTnlenti general. 

El problema eB el slgulentet Hemos demostrado que si ix es 
una soluclon de ^ 



+ 15' 



1 



1 ■ 



I 3x +^7 - X + 15, 

entonces x es >una^ soluclon de 

X ^ 4. 

Lo que tenemos que demos trar ahora es que si x es una soluclon de 

x^ 4, 

entonces x es una soluclon de 

- ,^ ' 5x + 7 = X + 15. 
Precuenternente, escriblmos estos doa enunclados en forma comblnada 



asl : 



X es una soluclon de "jx + 7 = x + I5" si y solargente si 
X es una soluclon de "x = k" , . 
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Una inanei»a de demosti»ait» que el segundo de estos emrtftfiados 
es clerto es invlrtlendo los pasos en la demostracldn qel prlmero 
Aal, si X « 4, .Dwltiplicaraos par 2 para obtener 

. . 2x"« a. ■ 

(Observa que . 2 es- el 3?eclproco .de ^. ) Entonces Buraamps-j (x t 

par^ obtener | ^ |||^ 

. - ^x + (x + 7) =. 8 + (x + 7), ■ • , 

' ' 3x + 7 = X + 15. ' " , ' 

(Observa que fx +'7) es. el opuesto de ((-x) + (-7))). Per., 
consiguiente, toda solucldn de "x =4" es una solucldn fe 
"3x^ 7 « X + 15"; es, decir, la 4nlca soluoidn es 4. 

Dec^ofi que "x « 4" y "Jx + 7 » x + 15" son 
enunclacios equivalentes en el sentido de que 
sus conjuntos de valldez son los mlsraos. . 

iQu^ hemos aprendldo? Si aftadlmos un niimero real a J.os dos 
mlembros de una ecuacltSn o si multlplicamos ambos mlembros poV un 
niimero real dlstlnto de cero,>_^-nuevo enunclado asl o'btenldo es 
equlvalente al enunclado o«»lginal. Esto es clerto debldo a que 
estas operaclone% son "Invertlbles". Entonces si logramos. ob- 
tener un enpnclado equlvalente cuya solucl<5n sea obvla, estaraos 
seguros de *pner el conjunto de valldez requerldo sin necealdad 
de comprobaAo . Naturaimente, convlene hacer la coinprobacldn 
para a'seguramos de que no hay errores de arltm^tlca. 

Gomo otro ejemplo, resuelv^ la ecuacl<5n 

5z + 8 = 2z +,(-10). 
Esta ecuacldn es equlvalente a ^ 

(5z + 8) + ((-22) + (-8)) (22 + (-10)) + ((-2z) + (-8)), 
es declr, equlvalente a 

(sz + (-2z)) + (8 + (-8)) = ^ + <-2z)) + ((-10) + i-B)) 
y tambl^n a 
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. En otras palabras, z . «s una solucidn de "-32 + 8 « 22 + (-10)" 
si y -sol amentia si z ' es una solucidn de "32 « -18". El ultimo . 
ehunciado es equlyalente^ a 

. ;/ ■ • • . <^)(5z) = (f)(-i8)j . 

. decir, a 

V \. \ : , / .■:vi.'= . \ ^ ■ ■ ' 

De modo que, z es'una solucidn de "5z = -18" s^ solamente si z 
es una solucidn de "z^= -6". Por lo tantd, los tres enQnciados son 
equivalentes y su conjunto de valldez es. (-6]. an este caso, 
estuvlmos seguros de que eada paso jera invertible sin tener que . ' 
ef ectuar las operaeioA^slfeorrespondlentes. Al resolver una ecua- 
cldn, nos preguntaraos^'^ Gada\paso : "iEs este paso invertible?" 
SJ. Id es, obtenemos una ecuacidn equivalente. ^ 

Mas adelante, aprenderemos a resolver otros tipos de enun-- 
ciados raedlante el uso de propiedades de los numeros. Para ello 
tendreraos que aprender algo mas acerca 4e que operaciones dan lugar 
a enunciados equivalentes y cuales no. 

Conjunto de problemas 7-7 
1. cada uno de los pares de enunciados que aparecen a cont^nua- 
cldn,- muestra cdmo se puede obtener el segundo'^dej primero. 
Muestra, si "Tuese poslble, cdmoJ se puede obtener el primero 
del segundo. iQud pai^es de enunciados son equivalentes? 
. \ (a) X + (-3) = 5, X = 8 . 

(b) ~b = 8, b = 16' ■ 

(c) (x + (-2)) = 3, 3(x + (-2)) =V 
V ,(d) z + (-7) =- -2 + 3, 2z = 10 

(e) 5x = 7, (6 x)q^ 7.0 , . 

(f) 4y + (-6y^#'*+ (-6), 0 = y 

(g) r3a = -6,^1% 2 

(h) 5m + 5 = -w + (-7), 12 = -6m 

(1) X = 3, 'Ixl = |3| • . * 



2. Halla el con Junto de valldez de cada una de las siguientes^ 



ecuaclones : 
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A- 



3. 



ResueJ^: C-3) + 4x « (^2x} (-1). 
Este enimclado es equivalente a 
■ ((-M+:4x) +,(2x + 3) = ((-2x 

.. 6x:— 2} 
y ^ste a su\ V02 :es equivalei:ite. a" 




2,: 



X = 



1 

T 



\ 



-(0 

td 
(e 
(f 
(g 
(h 
(1 

(J 
(k 

(1 
(m 



Por lo t^tOj^ el con junto de validez es 

(a) 2a +5=17- 

(b) 4y + 3 =. 3y.+ 5 + .y + 1-2*) V . 
12x -^ (~6) = 7x + 24 ^ . 
8x + ;( -3x) + 2 7x + 8 (Reduce los t^irolnos prlmero, ) 
62 + 9+ i-^z) = 18 + 2z ' '* • ^ 
I2n + 5n + '(-4) = jn + (-4) + 2n ^ ' : V 
15 -= 6x + (-8) + I7x. ■ . * 1 
5y + 8 =:"7y + 3 + (-:2y) +5 ' . ' . • > 
(-6a) + (^4)'+ 2a = 3 + (-a) / ' f . ' 
0»5 + 1 . 5x '+• ( -1.5). ^ 2. 5X, V 2 

4c 



^ +*(- |c) |) = 4c +^-2) + (- ^) 

2y + (^6) + 7y «.8 + .+ (-10) + l8y ' . 

(x +, l)(x + 2) = x(x yg)' + 5 
Traduce los slgulentes*a ^uncia^os ablertos y haila sua * 
con Juntos de valide^j despfl^s contesta la pregunta de cada 
prol^lema. |^ > CS^ 

(a) El perlmetro de un trlangulii'-*es de 44 pulgadas. * Ef 
segundo lado es €res pulgadas mayor que el doble del 
tercer lado, y el primer lado es clnco ^pulgadawB m^s. 
largo que el t^cero. Halla el largo de cada uno de 
los tres lados^^l trl^ngulo. 

(b) SI a un entero ie afiadlmos su' sucesor, el resultado 

es uno mas. que dos veces el»en"tero. iCual'es el entero? 
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; iCti^ea" son los entepo-s?' . • . • • 

r' ^ KLfi§5r. ' qoi4n CQrapr^.. K pies cte alambre y deapu^ c'bmi^ro ^ 

• ' ^5 pies mai^,cl^ '^L'ambre de' la.misma '61ase. Encontrq que 
' . *-feat>la!iUgadff'^J]^4. 20- Hias-^e- lo»que iJago ^ su* vecino pdr 25 

• ' pies de la ml3raa clase de' gulambre al ml'smo preclo. iCual 
V ' ^• v«ra "el coktd poj?* pajp' del alambre? • . . . . V ^ 

^fe)^- ChSa*rq^V^c.es .un ent^ero es: diez .unldades raas qve dos veces 
-su sucasor. iCual es el entero? , ' 
\»V«' -*(r)i* En -una carrera -de autoradvlles, un^ conductor que partlo en, 

■ el •primer grupq.de carrps se encontraba a . 420 millas d§ 
' > la meta despu^s "de guiar durajnte >5 horas a cierta velo- 

cldad. 'otro' cpnduci^jor, que, parti6 m^s tarde, de'spu^ de • 
guiar durante 5 'horas a la^toisma velocidad que el primeaso^ 
. se encontraba a ^250 millas die la meta, ' ili qu€ velocidad 

• ' guiaban lestos' conSi^tpres? - ^ ^ 

(g^) La'p^-ianta a' crece dos pulgadas'; por seraana, y ahora tlene. 
» : ^0 ^ulgadafs,. de altursu " La.i)lant^>. B , crece 5 ,pulgadas 
. por sem^na'V ahora tiene 12' pulgadas 'de altura., 
^.&qui a^cuant'as'semwias tendran^las dos plantas la misraa 
' altura? ? j " . ' ' 

(h) Upt cierto nume^?© es aument'ado en 1? y #sta siima se 
\ muitipllcsu por -5. Si ol p^odutto resultante es 192, 

icual es el n\Smero? >. , ^ ^ 

(i) Un numero e^s 5 "veces .otro y aa siAna (Je ellos es 15 m^s 
'^\xe k voces el itifenor* Halla ei niimero menor* . 

(j) Al agua de W radia^dor^ se le aftadep' dos cuarttllQS » de . . 
alcohoi/ y entonces'^la mezclaj^ contlene * 20 p^r clento. de 
alcohol* * iCuantos cuartlllos de agua hal^la en e^l radla- 



dor?^ ^ 



^i. ^^'Para abreviar., coxxvendra llamar '"reclproco" al inverso multi- 
♦ *pilCAt±v(;t, r^present^remos 'lel reclprocD, ^ por el simbqlo 
■ "1". As^S^pai^' toda a, except© ,6;'a • J 1,-, j 



Probablemente habras notado qvffe en el c^so de los enteros* 
positlvos el simbolo que esooglmos para ^'recfproco" es ej. slmbolo 
. conocidQ de un^ fraccidn. ksiy pop ejeraplo, >1 VeclRj?oco*de 5, ' 
' es. 4* Esto ciertam^nte esta de' acuerdo* cbn tus experienclas 

•psBalas. ; • • ,.■ • ■ . " , . ■ : ■' 

I . 2 1 '1' 

Sin embargo* el reclproco de es -5— j el, de^ -9 es . .^y 

^ ' . . * 1 1 ^ " • 2 ' 

y el d^ 2*5 es Toda vea^que es -el reclproco Me >^ * 

'^ 2 3 1 . 

y qomo 1* resulta que ^ y. , ^ tlenen que s^r nombrea 

^del pilsroo numeroj comd^ ^ e^ el ripclproco de -9 .y coijio 

/ -9 X i- 1^ y ^ ^ tienen que ser'nombres del mlsmo ntS- 

mero* Tambien, como (2. 5) (0,4) = 0* 4 y tlenen que ser ' 

^ noin^2^es del mlsmo* numero. Estaremos en mejc^ sltuacidn para ' 
segulr tratando este tema cuando conside^s^jlb la dlvlsldn de ml- 
meros realms en un proximo capltuio.; 




* Con junto de problemaa 7 -8a 
^ 1." Sl/Cisaraoa''el slmbolo para representai;: el reclproco de 
.cualquler hi5mero a, 'diatlnto de ce9?o, tpepresenta el reel- 
J)roco de: ' • * • • ^ ; 

(a):, 15 . . . • ; (e)* | . . . ' " ^ • 

(J>) 78 " ' - \ (f) 0.5' '. * ' 



(d) - i 



2* 



^ Escribe el nombre corylente. ijara^ el Inversomul tip Ilea tlvo de 
cada nwmero del problema 1. ^En que c^sos sera el mlsmd que^ 
el reclproco ^qpe eacrlblste en ^1 prob^^ema 1? ^ * . 

3. Demuestra el tforema^ Para cada numero real .a^ dlstlnto d^ 
^<rero^ exlste soXamente un inverso multipllcatlvo ^® \^Sf 
(Sugerencla: * Sabemos que exlste un in^verso multlpilcatlvo 
de a; a saber, Imagln&te que: existe oVro, dlgamos x, 
. Entonces ,,ax ?= 1,*) / w ' * 
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; iPor q\je excXuimos al 0 de n\>estra dfeflnicldn de reclprocos? 
Supongamos que el 0 tuvlera un reclRroco. 6"Cual p0.drla ser? Si 
hctblera un nxSmero *b que fuera el reclproco de OV entonees . ' ^ ^ 
0 • b. « 1, iCual es.el con junto de valldez del enunciadO;. 0: * b 1? 
pebes conclulr que efectivamente el 0 ^ pue&e tener un reclproco. * 
Aqul tenemos oportunldad de ilustrar, utillzandb ejemploibastante 
" BencilAo, un tlpo de demcxsWaclon muy po.deroso. Esta demostraclon 
■se basa en *el hecho de "que un enunclado dado es clerto o. fal^O t 
pero no^bas cpsas. A. la afirraacldn de que .un enunclado dadc^ es . - 
clertp 2. 'tiambl^n falso le'liamamoa una, contradlccldn . Si alf de- ^. 
sarroilar un razonamiento correct© llegamo§ a una contradlccldn, . 
nos vemos obligados a aceptar que dicho rkzonamiento esta fundado^. 
en una propQslcldn falsa. La defnostVacidn del proximo teorema se .^ivj 
.b^sa en esta Idea, ^ ' . • 

' Teorema 7^a . *E1 nuinero 0 - no tiene reclproco. • . ^ 
Demostracidn . El enunclado -"0 no- tiene reclproco^" es clerto" 
•0 "falso, pero no ambas .cosas. Si suponemos que es falso; es declr, 
si suponemos que* tiene' un^eciproco, tenemos el eiguiente razona- 

mien to; . * I " ' . 

: 1. Exlste vtn 'nume]^ real a . SuposiOldn. 

tal que 0 * a = 1 . a: " ' • 

2. 0 • a = 0 '« .El producto de 0 y, cual- 

quler fiuVnero^real es 0, 
^ \ ^ 3* For consiguient?e> Q - 1. . ^ ^ _ 

Asl, llegamos a la afirm'acidn "de que "0 = ea un emyiGia<|o 
cierto. Pero, obvlamente, "0 = t" es un enunclado falso, y por lo 
'tanto, tenemos un& cojitradiccidn. Conelusidn: . «1 primer paso de 
^ la. demostracidn no puede ser- cierto. fdr consiguiente, es falaa 
' la aflrmacidn de que 0 tiene un ^^eclprocoj .es decir^^ 0 no tiene 

<peclproQ.o, * , . ^ * " 

A una demostracidn *del tlpo anterior la llamamos^ indirecta 
^ .o. demostracidn por coT^tradidcidn o reductio ad absurdum . 
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Quisi^ramos saber ^ahora qu^ podemos dfesoubriry ^emostrai' " • 
- acerca del^ comportaralento de los reclprocos. / - 

Halla los reclprocos en cada uno de los slguientes conjuntos 
de n\5me3?os.. Luego de exaralnar los dos conjuntost— ta-que eonclu- 
sl<5n llegas acerca de los reclprocos? 

. •■ • ■ ' (12/ ^, 150, 0.09, |):' . 

^ {-5, - ^, -700, -2.2, - |) • 

» * * 

Si examlnamos reclprocos en la recta nuraerlca confirmareraos . 
nuestra presuncl<5n de que el slgulente teorema es clerto; * 

•Teorema 7 -8b. El reclproco de un nximero positive 
es positive y el reclproco de un nuinero negativo 
* .es negativo. " . . ' - ^ 

Demostracion . Sabeinos que a • ^ = lj es. declr, el producto 
de un n\$Tnero distlnto de cei»o y suJreclproco es el n\5mero positive 
. J. .Supongamos, primeramente que 'a ^es positivd, Entonces sola- 
mente uofi de estas tres poslbilidades^es' cierta: * * ' 

* Vemos q«e si — e§ negativo, entonc6s a • ^ es negativo, lo 
. cual eQ unk contradlccidn al' hecho'' de que a • ^ es .positlvo. 
Tenemos 'tajnbidn que, si ^ = 0 Wando a es positivo,^itonces 
a • -= .0; de nUevo, una contradiccidn. Esto nos deja iRa soia 
p poaibilidad : 1 es po^ltivo". ' ' ' . 

De igual modo, podemos demostra^ que si, a es negativo, 
entonceo ~ negativo! ' ' . • 

. Halfla el reclproco de cada uno de los 'sigulentes numere^j . 
.Iwegp Ip^^lla el reclproco de ese .reclproco. ^Qu^ cohclusidn se • 
sugiere? ♦ ' " , ( 

:v ' . -l^* ^- 1.-6 ; - • \ 

Teerema 7 -8c. El reolprocio del reclproco de un 
nuinero real a," distlnto de- cero, es el mismo 
nuraero a. . •* ■ '* 
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Demogtracldn . El reolproco del reciproco de a es -y-. 

. ' . ■ ' * ' ' ■ 1 ^ / 

TodsKvez que -4— y a son ambos reclprocos de - iiipor que?*), 

■ . a 1 n ^ « 

y como hay exactamente un reclproCo de tendremos que -y- 

y "a" tienen que ser nombres del mismo n\5taero. Pop conslgulente, 

. a. ' • 

• . ' a . • ' 

Conjurtto de problemas 7~Bb 
- 1 . Halla los reclprocos de los siguientes numeros : 

, , * I," 0.3, - -0.3, 0.55, -0.33, 1, -1, V^, s ^ . ^ 1 . ' 

2. iPara que vaiores reales de a. no tendran reclprocos los 
slguiente^ niiraeros? : • . 

a + (-1), a + 1, a^ + (-1), a(a + 1), ^1 a > ^ + 1> 2 ' " 

3, Conaldera. el enunciado • 

• (a + (-3)) ta + 1-) = a + (-3), ; • 
;que tiene el con junto de vaJldez (0, 31. (Verif JCcalo. );.» SI' 
multipll camps ambos mleinbros del enunciado por el reclproco 

de ' a + ( -3) J es decir, por ^ + y^usamos algunas pro- 

piedades de los numeros reales (^qu^ propledSides?) obtenemos 
el enunciado/ , • * ' . 

a + 1 = 1. .. - . 

Para a = 3, obtenemos, 3+1 = 1, que clarajnente .es un ^liun- 
clado faiso. ' ^Por que no tiene ©1 nuevo enunciado el- mlsTuo 
. conjunto de valldez que, el enui^cUado original? 
,4. Escribe una "propiedad^ de los opuestos que corresi^nda. al 
, teoreroa- 7-8b» Escribe upa propledad de los opuestos que 
corresponda^al teorenia 7-8c. v 
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5, Consldera tres pares de niSmerost ( l )' a «= 2,. b = 

■ (2) a » k, p m «5| (5) a = -4, b = -7. ^Sera el enunclado 

a * F " sfe clerto en los tres casos? 

, 1 ^- 1 • ^ " • • 

6* .iEs el lenunclado ^ ^ zr clerto en los tres casos' del problema 

5? Sefiala los nxSmeros y sua reclprocos en la Tecta numerlca^ 
7, iSer^ cJterto que-si a > b y ademas* a, b- son posltlvos, 

\ 

11 * 

en toners tr r-? Ensaya con algojios valores de a y b» 

* ^ w . a ^ 




8* iSera clerto que si bl > V ^ ademas a, b son negatlvcfe^ 

11 * / ' 

entonces p- > ~? Ensaya con alguAos valores de a y / b. : 

9. iPodrlas d^clr Inmedlatamente cu^l es el mayor de los recl- 
procos .de/dos ,niSmeros si uno de los ntimeros es positive y el 
otro es negatlvo? IXystra estoT^n la recta nuraerlca. 
1(X Ccanpleta* la demostracl<5n del teorema 7-8b para el caso en 
que a *sea neg^itlvo.* 
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i En el problema 5 comprobaste para tres pares particulares^ 
de valores de a by que ^ * ^ = ^» otra§ |)alabras, el 
products de los^recjCprdcos de ids riume^f^s de cada par es el reel- 
prbco de su producto. ^^iPara cu^^ntos' pares de n\|merbs tendrltoos 
■ que- comprobar.^este" enunclado cosa de estar seguros de ^que ea 
clerto para todos l<is ni^meros reales excepto * 6? ^Bas'tarla cofi 
jan millon de^ruebas? ^Cdmo sabrlamos que el enunclado no" serla 
talso en la prueba numero un mllldn uno? r . ' 

» FrecuentementQ Xlegamos a coticlusiones probabtjea observando 
lo que oc^jrre en varlos vcasos;*partl3culares. "^^A* esto le lllamaraos 
razonaml^ to* Indu c tl vo ^ >No Impcirta cu antes casos observskos, el 
razonamlento Inductl'^por si solo no pwede .asegurarnos que una 
aflrmacl6n es slempre» clerta> " * ^ \ , . . 

. De modo que, no podemos usar razonamlento indue tivo para de-^ 
1 1 \ 1 

mostraSft que — • ^ ®® slempre clepto, Podemos demostrarlo 

para todos'v^os niimeros reales dlstlntos de 0 gfediante^ i^azona- 
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miento deductlvoj de la manera sigulente., (Reoiperda una 
dfemostr^cion s<5lo podemos utillzar propiedades ya estaTDlecldas. ) 

Teorema 7-8d. Paf'a dos n\jmeros reales cualesquiera 
a y "b, distlntos de cero, ^ 

- . 1 . u 1 ■ ' ' . ■ ■ • V 

• . . , a aF* 

11 * 

Analisls; Como nuestro prot)dslto es demostrar que ' 
el reclproco de a"b, recordamos la deflnicldn de neclproco. En- : 
tonces concentrainos nuestra atencion en el product© ab • 
y tratamos de demostrar que es Igual a" 1. 

Demostracldn. ab . = a(^) ' por las propiedades 

— .■ ^ asoclatlva y conmu- 

- tativa 

. ' =1.1 debido a quT& 



X . 1=1 



= 1 



Por consigulente, — ' ir es el reclproco de ab.. Es decir. 



1 " 1 1 

a • K = , ab- 



• Observa que 'la demos traci'oh del teorema 7-8d es muy parecida 
a la demostraci6n.de que la suma de los opuestos de dos' numeros. es 
el» cfpueato de su suma. Recuerda cdrao se demostrd este resultado; 

(a + b) + ((-a) + (-b)) i (a + (-a)) + (b'+ (-b)) = Oj por lo tanta 

(_a) + (-b) = -(a.+ b). \, , , 

Con junto de problemas 7"8c - . 

1. Efectua las siguientes ;nultlpllcaciones. (1^ este y en los 
^ - prdxlmos conjuntos de problemas suponemos^ que los valores de 
* las variables son tales ^qjae las fracciones tlenen sentldo. ) * 



I 



ERIC 



. '195 * 



' 7-8 • I ■■.•■>.l78v ' • ■ .'i'V. ' .... 

• ^ ' ' ■ . '■ • ' " ■ ' . , • ' . ; " . 

2» iGual eB .e3| valor de 8? x (-9) X 0 x j x 6^2^ 

% iEb 8 * 1k7 a, 0 un enunclado cierto? iPor qu^?^ 

4* SI n • 50 « 0, iqud puedes decir , a^aerca (Je . .n? 

'S* Si p • 0 = 0^ iqu^ puedes decir acerca de p? ^ 

0** Si p ' q » 0, iqvi4 pi^Mes declr acerca de ^ p d q?, \ 

7* SI p / q ^ 0, y sabemos que p > 10, i^Vie podemos declr ^ 
acerca de q? ^ | • * 

■ \ . ^ 

La idea ^ugerlda^ eri los ejerclclos anterlores ^erd de gran 

utllidad, especlalmente para? die termlnar , los conjuntos de val^dez 

de algunas ecuaciones. Ahora est^os en condlciones de demostraij 

el sigulente teorema, empHfesoido las propledades. de los recfprocos; 



\ TeoreTna.^-8e > ,Para dos «\$9ieros Tealea a ^^t, *''^' ^ 
^ ab 0 ^^^y solaitienti^ li'i a « 0 6 b o. 

^ Debldo a la condlclon "si y s^lamerite si", tendremos realmente 
que demostrar dos teoremasjv {i) SI a « 0 6 b»> jenljttices 
ab = 0; (2) Si ab ^ 0, nsntonces^ a ^ a d Td ^ 0, 

Demo3tracldn > * Si a = 0 d b - 0, entonces . ab » 0 por la- 
^ propiedad multlplicatlva del 0» De este i^odo afernos demostrado 
una parte del teorema. - ^ : . . 

Para demostrar" la segunda parte, observa que h ^ 0 6 ^ 
a / 0, pero no ambas cosas^ Si a 0,* se cumple el requlsltp de 
que ^ = ^^-v^^ b ^ Ojo i?oT que?* S ^ ; ^ 

Si ab at 0 y a / 0 , entonces hay un re Cipro co de a y tenemob ' 



qjae 



, {^){ab) - ^ • 0, " (iPor qu-^?)^ 

(^Mab) = g, • ; (^Por-qu^?) 

♦ ■ ' > . ■ 



b = 0. 
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C^msl^ en este oaso tambi^n se cumple raqjilslto de que a ^ 0 '6 
b o. 0; por conelgulente, heriios demostrado la segunda parte del 
, teoreB^a. , . ' . / . ' 

I. : ., - Conjunto de pro^blemas' 7'"Bd 

+ ( -si) • 7 = .0, iqu€ podra declrse con certeza> acerca 
f .d*4 - 7 6 de 6c + (-5)) ? ^Podra ser 7 Igual a 0? . Entonces, 
.;. i<iue puedes .decir de fx + (-5)) ? \ ' ' - ' 

a. ;^lioa cdmo sabemos que 6 es el lanico valor de h que puede 
• ■ ha^j^V :Oi«,erto *el enunciado, 9 x -17 .x 3 * * 
; . :*3; 31 • a . esta ^ntre p y q, 6esWd - entre - .^y ' . 

.x Expllca. ^ / • ' * . 

: 4.. El toeorema 7-8e nos permlte* determlnar el con Junto de valld6z 



^^e una -ecu ac Ion tal cc^o - " \ ^ 

• ' ^ + (-3j) (-8)) = O ^ ^ ' . ■ ; 

sin tener que ensayar con .ningTin mimero. en particular. SI ^ , 
Jiamanioa .-^ = . (x + (-5)) 5l' ^ = i-^^ , el teoreraa hos • ^ 

dice qtie e'ste enunciado es- equlvalente al enunciado, 

X + (-3) = o' 6 X + (-8) = 0. • . ^ 

~, ■ " ^ , ' • . " ■ • 

" I)e este' enunciado podemos deducir que el con4unto de validez es 

•(3, 81. Determlna el. con junto de validez de cada una de las 

Blgulentes ecuaciones : ' . ' ' *■ 

•. (a) + (-20)) (x + (-100)) = 0 • • • 

. (b) (x + 6)(x + 9) = 0 • , ^ ^' 

(6) x(x + C-\| - 0 . . ■ ' ' ' . . 

(a) (jx + (-5)) (2x + (*1)) = 0 

.(e) ^V(-1)) (x + (-2)) (x + (-3)) - 0 ^ 

'(f) 2 (x + ( - ■^)) (x .+ |) = 0 

■(g) {3x + (-5)) (2x + l) = 0 

(h) 9 |x + (-6) I = 0 ' . 

(i) x(x + 4) = x"^, + 8 
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5. Demuestra qu6 si a, b, c son niimeros reales, y *sl ac ^ ho 
y c / 0, entonces a = b. * 



7^9* * ^ 3 dps operaclbnes baslcas 2. £i Inverso de un numero r;es- 
ir p^ t?o de estas opeyaclones ' ^ * 

En lc\« ultimos^dos c'aplt'ulos fijamos nuestra atenclon en la 
suma 3^, la multlpllcaclon.y en los Inverses respe<;to de e*stas dos 
operaclones* Estops cuatro conceptos son fundamentales .en ^1 sis- 
tema de los numeros reales. La suma y la inultlpllcacl<5n tlenen . 
cai^a una de ellas varlas propledades y exlste una pjropledad que 
rel^clona las dosj a saber^ la propiedad dlstjrlbutlva. Todo^^ 
nuestro trabajp al siinpl4.flcar expresiones algebralcas se basa en 
estap propledades y en aquellas de sus consiecuencias <|ue rela- 
clonan la sujna, la multlpllcaclon^ los opuestos y Tos reclprocos. 

Hemos se?lalado que la propledad distrlbutiva relaclona la 
suiotia con la multlpllcacion, , Convlene examinar si hay alguna 
reladdn que conecte dos a dc^^s de todas las maneras poslbles las 
operaolone's de sumar, multlpllcar, tomar opuestos y hallar reel- 
procos. Escrlbamos todas las poslbles comblnaciotees: ; 

1, Suma y multipl-lcacldn. La propledad distrlbutiva: 
a^(b + c) ^ ab'4- ac, . . 

E. Suma y* opuestos, Hemos demos trado. que -(a + b) = 
(•a> + (-b>, . . * ^ 

5, Suma y reclprocos, Encontramos que no hay una relacldn 

m . 11 1 " """" " 

sencllla que conecte ^ ^ ^ y ^ ^ Be hecho, po hay 
numeros reales para los cuales estas dos frasesxepre- 
senten el mlsmo numero. La ausencla de tal r^BRlon es 
motlvo de serias dlflcultades en el algebra para los 
— alumnos que sin detenerse a pensar suponen que estas 
expreslones r^presentan el mlsmo numero, 
4. Murtipllcacion y opuestos, Se demostro anterlormente 
que -(ab) = (-a)(b)*^ (a)(-b). 
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5. Multlpllcacl<5n y reclprocos. Hemos aemostrado que ° a ' t' 

6. Opuestos y reclprocos. jzig^ " ^^q)* \ * 

Esta \5l1;lma relacion es nueya y debemos demostrarla. Iia demos 
» tracldn, que puede olat,e^ierse de la comblnacidn * (5) juniterior 
reeraplazando ^b por ^1, la dejamos a Ips estudlantes* 
(Sugereivcia: . ^Cual es el reclproco de -1?) 

• Entincla las 'combin&cloneq ^ ( 1 ) , (2), (4), (5) y (6) en 
palab:^8. ^Ves alguna analogla entre la corabinacldn de suma y • 
opuestos, por una parte, y la de multiplicacion y reclprocos, ^or 
otra parte? Expllca. * • 

Pr^blemas de repaso 

1 . EscrlbV un resumen de las ideas Importantes de este capltnalo, 
..aemejante al que escrlbiste al final jdel capltuio 6. - 

2. Escpresa -comb sumas indlcadas: 

^ (a) 3a(a + (-2)) 

(b) (x + l)(x.+ 6) V 

(c) ' (a + b) (a + (-b)) . ' ' 

(d) (m+ (-5))^ • - 

(e) (x + (-4)) (2x + 5) 

**3. Escribe cada uno de los ji^guientes como un producto indlcado*. 

(a) 2ax + 2ay 

(b) ac + (-fee) + c 

(c) c(a + b)x + (a + b')y 

(d) lOx^ + (-15x) + (-5) 

v*(e> 9x^ + 6x^ + (-:3x) * * . 

■4. ' Halla el con junto de validez de cada una de las sigulentes 
ecuaclones : " * 
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(a) 4a + 7. « + 11 . ' , ' / ' v 

(b,)-:.8x + (-18) = 17; ' " _ 

(c) 7x + 2 + (-5x).,=\> + 2x + .(-I).- ■ J 

(d) |-2| + 2x ^ C-5) + 5x + 5 ^ • 

(e) + {-2)x = +2 + 2x^ - " ' 
Reduce t^minos en las slguientes f rases ^ 

(a) 5a + b V aX'(-2^) + -^^ 

*(b) • 7x + b + (^x)"+~ (-5b): ^ ■; 

(c) 6a + (-7a) + 15.2 + (-5)a + (-8.6) pit ' J 
(d.) \x\ + 5|-x| + (-2)|-x| / 
Dado el conjunto ^S.- {-2, -1, 0, 2), , 

(a) Haila el con junto P de todos los productos de los ele- 
mentos de S tornados de tres en tres. (Sugerenclaj 
Prlmeis©- -harTaTel conjunto de tiDdos los productos de j^i*ea 
de elementos. Despues halla el conjunto de los prodiactos 

' de cada elemento de este nuevo conjuntoy cada elemento 
. • de S. ) » 

(b) *Hal'la el conjunto R de todas, las suraas de, eleraent6s de 
\ S tornados de. tres efli.tres. ' 

Para cada uno de los sigulentes problemas, eecrlb^-^un enunclado 
ablerto, halla su conjunto de valldez, y contesta la pregunta 
del problema. . ^ . • . 

(a) Jaimej^y hro pensamos comprar una bola de baloncesto. Como 
Jaime ea\i trabajando, acordamos que ^1 aportarfa ^2 . 

^ mas que 'yd. Si la bola cuesta $11, ^cuanto le toca pagaE 
a Jaime? 

(b) ' La suma de- dos enteros ImpWes consecutlvos es 4l» 

jGuales son TOB--«nt:^os? . * . 

(c) El largo de un rectangulo e^ 27 yardas mayor que el 
. ancho. El perimetro es de 598 jrardas. Halla el largo 

\ y el ancho, *. 



A' 
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(d)- Maria *y JalinS ^umaron ias*notas que obtuvieron^n uh 
examen y la suma les -dio 170. Despyes las restaron y 
** la pie Marllf e:^a •. i4 puntos mas alta.que la^ de Jaime. 
^ •iCuales||^raan «.us -notas.? > • 

(4y Un hombi'e trabajp • k dlaS en un& tarea y su hijo- trabajo. 
'lamitad de ^se tiempo. Bl jomal del^hljo era ^ del. 
de au*padre. \ ' SI entre los dos ganaron $96, icuanto 
ganaba cada -unci por dla? ^. 

(f) \Un agricultor ^ .encontrs^ba en su corral. Ademas de ^1, 

solo estaban all! algunos' cerdos y algunos polios y "habla 
di^ciseis polios raaa que cerdos. Observando esto y que 
• '"eA^el corral habla 74 pa^as, el .agricultor se dljo a si 
mismo muy contento — porque el ademas de agricultor era" 
materaatico y muy dado -a h^lar consigo misrao-r"Ahora podr4 
decir cti'antos de. cadp^^ase de anlmales hay erf mi patip". 
^ iCudnt(Os h-abla?* (Sugej^encla: 'Los cerdos ti enen h patas 
y los polios- 2.) . L . • 

(g) En un quiosco de tirar'al bl-anco, en una^^feria, pagaban 
„■ 10/ cada vez que se dlera en el bianco y cobraban 5^'* 

por C9r&a fallo. Si el Sr. Perez perdio 25/ en ese-^ 
quio/co y fall6 10 veces inas que las veces que dio ^en 
el /bianco, iciJa'^tas veces dio en el bianco? 
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Capftuio, 8. J 
PR0PIEDApE3 DE LA 0RDmC5.pN\ • , ' 

.8-1. Relaeion de oydehacldn para y los^ numeros- reales - 

En'el capitult) 5^ ex^endlqios el concepto de ordenacldrji ^^e los 
pumeros de la arf^metlclt Sl todos log .numero? re^l4es,\ Esto^e hlzo' 
utllizando la recta ntimerlca. y convlnlihos que: 

•.Par?L los numeros real'es^ '^'es manor, que** '^slgnif lea 
' * "esta a la Izquierda de^^ en la recta numerlda. Si 

a . y b son numeros fMgales, entoncei£ "a; es menor | 
que b" se ^^oTlhe "a b"/ ^ 
^Decimos que la rela.ci6n "es menor q^e^' par^^ I03 numeros reales 
es una relacldn de ordenacion* Ss una relaclon binarla ya^que^ i^e- 
laciona do 3 numeros* * ^^M^^^abemos .ya acerc^i de la relacldjr ^e 
. ordenacldil? ^Cuales son algunas de sus propiedades general^g? 
^ En la^-sec^jlon^-S estudiamos, tios^^opledades fundamental's 
de la relacion de ordenaclon para los numeros realea* * 



I 



Propledad des>Qmparacl6n : S± a, b ^ son ,pumeros ^ 
reales, entonWs solamente uno 'de, los slgulentes 
, es cle^o; ' * ' ^ / 

^ a < b, a - b, . p ^ a, ^ 

' Pro|^ledad trainsltlva : .31 a, b, c, sqnnumeros 
i «eales -^si a <:.b y b ^ C/ entonces aN^^ c. 

> Otra propledad que. estudlamos en esa seccl6n.es la que conecta 
^ la,relacl6n de ordenacidn con la operacion de tomar opuesto^^: 
. « a/ b son n\5meros. reales y si a b^ 
^ entonces -b < va» . ^ ^ * . 

Tal vez te preguntes por que culdamos de no menclonar la rela- 
^ ci6n "es mayor que"* Be hecho^ esta relacldn,^ la cual .representa-^ 
mos po^ el simbolo 'I ^ ",^es» tamblen^una relaclon de ordenacldn, 
^ iTendra la propredad transltlva y la de j:)OTr^aracl6n? Puesto que 
1^3 tiene^^ dlsponemos realmente de dos relaclones de orden£KJlol| . 
dlstlntias (aunque muy estrechar^ente coneejfeadas)\para los numeros 
reales, y hemos preferldo concentrar nuestra/atenclon en la d| 



"es menor que". Nuestra. pref erencia pudo haber sldo la de "es 
mayor que", pero si vamos a eistudiar una relacldn de ordenacidn 
y sua propiedades, no de'bemos crear confusion pasando de esa 
•^reiacion a otra durante la discusi6n. 
' \ JSnunciamos, pues, la ultima propiedad mencionada en* terminos 
del- slmbolo pero ai aglicarla «nos sentimoa, en llbertad de 



declr:'' "Si b. < b, entpncea -a > -b". 



En las* dos secciones subslguientes obtendremos algunas pro- 
pledades de la/ relacldn de ordenacidn !' < " con respecto a las 
operaeiones de sumar y de multipliqar. -Esas propiedades son esen- 
dales, si es que hemos de utilizar la relacidn de ordenacipn en. 
el algebra. ^ ' • . ' * 

Gonjunto de problemas 8-1 • ' • ' . 

1,. DetermiJyia la relacidn de ordenacidn que hay eirtre cada par (Je 
, " nuiheros: 



^ r 



(a) - #, - 4 
•(b) -|7' ■ 



/ (c)' c, 1 ('eons^dera la propi«edad de coinparacidn. ) 
2. Continuando con el problema, l(c), ^qud puedes decir acerca d?* 
,. la relacidn de ordenaclon que hay entre c y M si sabes 
,que c > ^? iQue propiedad de ordenaci-dn-empleaste aqu.1? 
5. . En cada uno de los siguientes casos decide si ,el enunclado 
es^. cierto: > . • ' ... 

ii) -5 + (-2) <-2 + (-2) ^ • > * 

* ^ (b):. (-5) +'(0)< < 2 + 0 ' . • 

(c) '"^.(^3) + 5 -=.'2 + 5 " . 

(d\ (-3) + a < 2 + a 
4. En cada uno de los siguientes .casos deci»de 'Si el 'enu'nciado 

es cierto: 

(a) ^3)(5) (?)(5) (o) <^U}(-2y 

(b) ^{-J){0) < (2)(0) , yd) (-5)(a) < (2)00 CiCi^al es 

el conjunto de valldez * de 
J \_ est^e enunclado?) 

5» En cad'a uno de los siguientes caso.s decide si ^el enunclado es 
cJLerto: 



6. 



>7. 



8. 



(a) 

(b) 
.(c) 
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+ (-2)) < 1-^1(2 + ^ ^ , • . , 

(-|)ItI> " ;\ . 

^ (|-2| + (.2)) ((-4) + (-6)) < -(-3)1-41 • • . . v"; 

(d)' i( |2'| + I -2 1) + yi^\-z\ + (-2)) < 0- . . - 

IFn con Junto dado se puede descVibir de varlas man era?. Describe 
de tres maneras distlntas el conjunto de v^alldez ^e; ^ 

(a) 3 < 5 + X . . . ' 

(b) 5 + X < 5 ' ■ ' , ' . 
Deteirolna el js-onjunto de valldez de: 

(a) '. 3 = 2 + X . . • 

(b) 5 = (-2) + X • ■ 

(c) -3 = (-4) + X * ' ■ ' 

(d) + c ■ •; 

Deterrolna el con Junto de valldez -de; ^ ' , 

(a) " y ^ 3 * (c) -|y| < 5 ' ^ 

(b) |y| ^3 . (A) -y ^ 3 



8-2. Propledad adltlva de la ordenaclon 

1 

relacldn hay entre la ordenaci<5n y la gyma de *los numeros? 
Encontraremos una p3?opledad fundamental y a base de ella demostrarfe- 
mos otras propledades que relacionan la ordenacldn y la syma. ^ Cfemo, 
anteriomente, conslderaremos prlmero la relaclon de ordenaclon 
• < ^tt^ y Auego podremoq "enunciar proplgdades atfialogas para \a 
relacldrf " > ^ , , ' - ^ 

Convlene examinar la suma y la ordenaclon en la f^edta nuiG[ierlca* 
Recorrfamds que sumar un nuinero posltlvo' slgnlfica moverse hacia la , 
derecha>.y sumar^un riiimero negativo slgnl flea -moverse hacia la Iz-x 
*qulerda» .En la recta num^rlca> fijemos dos puntos a y b, dorlde' 
a ^ b. ^ Si a cada uno de los numeros^ a y b, le sumamos el*mismo 
numero c, nos mov^remos hacia la clerecha de a y de* 'b* si c 
es posltivoy y hacia- la Izquierda si c es negative^, - Ppdemos 
pensar en dds'^^^mbres que caminan sobre la recta numerica cargando 



entre ambos una escalera* Al prlnciplo^ el honbre en: a 



^st§^ a 



la lzquie;?da del honjbre en ,b. Si cami'nan 



c 



unldades en 
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cualtiuier direccion, y como el largo de la escalera nd camlDia, 
estar.emo^ seguros de que el hombre de la 'izqulerda ,seguli-'a a la^ 
izqulerda. En sus nuevas poslciones el hombre en a + c -estara 
tddavla a la "izqulerda del que esta en b + c. '^^ea.nos,- 

Heraos descubierto a-sl una propiedad fundamental de 1^ ordenacldn 
que supondrSmos vdlida para todos -ibs-numeros reales. 

Propiedad a'dltlva de la ordenacldn ; Si a, b, c, 
son 'numeros reales y si a f b, entonces 

a + c < b + ci 

Ilustra esta propiedad paya a = -3. y b = - -sg-, aslgnandole 
sucesivamente a c .loa valores -5, ^, 0, -7- Aqui -3 ^ - ^- _ ' 
iSerd "(-3) + (-5) < (- ^) + (-3)" enunciado oierto? Ensaya 
con los otros valores de c. j:xpresa en palabras la propiedad 
adltiva'de la ordenacidn. ^Hayuna propiedad cirrespondiente 
para la igualdad? . . ' 

' Con.liJnto de problgmas S-Ea '' 
• 1. Empleando 1^ propiedad aditiva de la" ordenacion, determina 
' cuales d^ los siguientes enunciados .son ciertos: 

(a) (- |) + ^ < ■(- |)'+ 4 . 

(b) (- f)(f) +;{-'5) > (- 1) + (-5) ^ , 

" • '(c)' (.-5.3) + (-2)(-5) - (-0-^) +1" - ' \ 
. (d) (|)(- 1) + 2 1 (- ^) +"'2 - ■ . 

2. Enuncia una propiedad -aditivSi de la ordenacidn para cada una. 
de las siguientes relaciones: " ± " ^ " L " . " 

3. Una ext^nsidn de la propiedad de la ordenacion nos dice que: 

■ Si a, b, d 'son numeros reales tales que 
a b y ^c' -< d, ententes . a + c -< b + d, .\ 
Esto se puede demostrar en tr^s etapas. Justlflca cada i:inat . 
*S1 a <• b, ^ entonces a + c<b + c; — ^ . 
si c ^ (entonces b 4- c'< b + dj 
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. ^ poT lo tanto> * ^ 

. 'V a + c < b + d. . 

^>4/ Halla el conjunto de validez d^acla uno de loa slgulentes * 

. entanciados: * m 

^ : EJetnplQ ^ Si (- |) + X < ^(-sy ^ f clerto J>ara alguna 

•entonces x < (--5) ^ + ^ ®3 clerto para la mlsma Xt 

X < -2 es clerto para Xa misma - 
Asl, si X es un n^mero .que haoe clerto el enunciado original, 
entonces x < -2. Si "x < -2" ea clerto para -alguna x,, entonces 

, (- ^) + 3?< (- ^) + (-2) ea clerto para la mlaraa x, 

, (-|) +x^. (-|) + ((-5) +5), ' • 

(- |) + X < (-5) + (5 + (- |)) , 

(- ^) + X < (-5) + ^ es clerto para la mlama x. ' 

Por Jo tan to, el conjunto de vallde^ es el conjunto de^ todos 

los numeros reales'menorea que- -2. 

(a). 5 + X < (-4). • ..(r) <-x);+'4 < (-5) + 

, ^ (b) X + (-2) > -3. (g)- <-5)*+ (-x) <| + |-|| 

(c) €x < (-5).+ X* . (h) (-2) + 2x < (-5) + 3x + 5 

-'(d) 3x>|+2x , - _(1) (-|) +1^1^ + |-|| 

(e) ( - |) +'2x > I * X • 

5. Construye las graflcas de los conjuntos de valldez de laa 
f>artes (a), (c), y (h) del problema 4. 

6. En el capltulo 5 enunciamos la slgulente propledad de la 

. ordenacldn: "31 a <"b, entonces < -a". Deihi^estra esta 
■propledad, empleando la propledad a<Jltlva de la ordenacldn. - 
(Sugerencia: Suma ((-a) + (-b)) a ambos -mleoibros de la des- 
Igualdad a < b; despu^s, emplea la propledad del Inverao adl- 
tlvp. ) , 
*7. Hues tra que la propledad: ■ 

"Si 0.< y, entonces x < x + y" 
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:.es un Cfiso especial de la propiedad aditiva de la ordenacidn^ 
/(Sugerenciat En el enunci^do de aa propiedad aditiva de la 
orden^cldn, toma a « 0, b « y; c = x. ) ' ^ * 



Podemos demostrar wuchos ^es^ltadcrs acerca de la ordenacion 

como consecuencla de la propiedad aditiva de lab' ordenacion* Bos 

de ellos son de especial interns para nosotros porque usdndolos^ 

- * * * ' , ^. . 

podemos tradujcir enianclados acerca de la ordenacion en emanciados 

' *■ ' • » ■ . 

.acerca de la igvaldad, y viceversa. 

El prlmero de estos i^esultados Sera un case especial de la 
propiedad. Corteideremos algunos ejempios nuraericos de la prople^ 
dad si ' a'= 0. En este caso, "a < "b" viene a* ser "0 < b*"j es • 
decir, b es un numero positive. Asl, pues, escrlMmo!^: Si 
0 < b, entonces c + 0 ■< c + ^b. ^ ' 

Sea a = 0, b ="3, y c = 4r enton'ces 4 + 0 ■< k 
es decir, * como 7 ^ 'J + 3» entonces 4 < ?. 
• Sea a = 0/b = 5 y c = -4; entonces (-4).+ 0 < + 5* 

es decir, como 1 = C-^) + 5* entonces (-4) ■< 1. 
Podemos considerar qu^ estos dos ejemp3ft>s no's dic^n': 

Como 7 = 4 + 3 y. . 3^ es un riumero "positivo, entonces 

, . ' 7. ' ' 

Como' 1 = (-4) + 5' y 5 es un nlimero posltlvo, entonces 

-4 * 1. * \ . 
Enunciamos este result'ado como slgue: ' . , 



Teorema 8 -2a / Si z = x + yT, y ademas y es uh 

niJlTnero posltlvo, entcJnces x < e» 

* » , ^ «*. 

Demos trSiclon. Podemos dar a la propiedad adltlva de "la 



ordenacion la" slgulente forma: . 

, SI a b, entonces c .+ a •* c + b. (6Por que?) 
• * * • . ■ ' 

Como la propiedad es' cierta j)ara numeros reales Cualesqulera * 

• **"•.■ , 

a, b, c, podemos tomar a = 0, b = y, c = x. Asi, 

si *Q < y, entonces x + 0 < x + y. ' 

Si z = X-+ y, entonces "x + 0 < x + y" slgnlflca "x < z". For 

lo tanto, bemos demostrado que si z's= x +* y, y ademas 0 < y 

(es , decir, y es positi^), entonces. x <*z* 
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El teorema 8-.2a nos ofrece ahora Vna traclucci<5n de.am enun- 
ciado- acerca de 3>a Igualdad, tal como ... ** • ^ 

' ' . -4 = C-6) +2, \ \ 

en un eriunciado acejca de la o2*denaclc5n, que^^en este oaso es 

Observa que al sumar 2^ un niamero posltivo, a obteneijios un 

numero a la derecha de --6 en la recta numerlca. / 

TrauisfoiTOa el enunclado ^ |^ * 

V * « ^ , ^ (-2) + 6 * * 

eh un enunclado que contenga el concepto de ordenacldn* ^ . . 

' El segundo resulta^o de la propledad adltlva de la or;denacl<5n 
es un teorema que trans forma enunclados acerca de la ordeimcion eii^, 
enunclados acerca de la Igualdad, lo contrarlo de lo que *hace el 
teorema 8--2a» Has vis to que si y es positive y si x es un 
laiimero cualquiera, entonces x es siempre menor que x + y* SI 
X ^ 2, iexlstira entonces un numero positive y tal que 2 - x + y 
Consldera, por ejemplo, Iqs n\5merog 5 ^y 7, y observa qu0 5^7* 
iCual es el -n\3mero y tal que 

^ 7 = 5 t y? 

* 

iCdmo hallaste y? ^Encontraste que y es positive? Consldera 
los numeros -5 y -6, y observa que -6 < ^Cual es el con-- 

Junto de valldfez de 

^ - -5 = -6 + y? 
iEs y positive de nuevo? 

• ^ < 9, - ■ , 9 =. 4 +j: ) . 

-5^5,- , * '5 = (-5) + (. ) 

. < -1 . / . • -1 = (-^) + ( ) 

•-6 < 0 ' , 0 = .(-6) + ( ) ' ■ 

^Que clase de numero hace electa cada una de ^l^i^ecuaclones^ 
anterlores? En cada caso sumaste un numero positive €u ntSmere mas 
pequefio para obtener el mayor. 
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Ya te habras dado cuenta de que el teorema que tenemos en 
mente ea : " • * * . ' . 

Teorema 8-213 . SI x, z . son doa numeros reales 
Hales qu,e.;,-x*< 2, entohces hay un numero real 
positive tal que . ' ^ 

2 = X + y. , ^ 

V ' *Demostracl6n > En realldad, tenemos que demostrar dos cosas. 
.Prlmero, tenemos que hallar ^un valor de y ^tal que z = x + yj 
feegundo, tenemos que demostrar que dlcha y es posltlva si 

X < z. • , " 

- No es diflcil hallar un valor de. j tal que z =; x + y. Tu 
experlencla en la soluclon de ejauacioneB' probablemente te suglera 
que sumes . (-x) a ios dos mlembror-de "z = x + y" para obtener 
y = z + <-x). • . 

' Ensayemos con este valor ♦de y* ' Sea ^ 

Entonces ' ■ » . * 

,x + .y « X + (2 + (-x)) (iPor que?) • 
• ' + (-x)) + 2 (iPor que?) 

~7 =o + z 

•* X + y = z. • • 

Hemos encontrado, pues, un valor d* y, a saber«,' z +'(-x), tal 
que z = x + y. . , » 

Nos falta todavla demostrar que si x < z, entonces este \ 
valor de' y es positivo. .Sabemes que sol amen te uno.de los . 
siguientes enunciad^os es cierto: y ,es negative, y es cero, 
'y -e^ positivo. (iPor que?\ Si podemos demostrar que dc^ de* 
estas posibilidades son' falsas, la tercera ten^ ^ que ser oierta. 
Ensayemos la primera poslbilldad: Si fuera.cierto que 
negativo, 'y que z = x + y, entonces la propiedad ad:K|;iva de la 
ordenacion (con ' a = y, b = 0, c = x) afirm^rla que z < x. 
Pero esto contradlce ia hi-p6tesis x < z, de modo que no. puede 
ser cierto- que y sea negative. Veamos la segunda posibilidad : 
Si fuera cierto que y es cero y que z = x + y, entonces serla 
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.clerto •qiae ^ z nuevo^ esto .contradl^ce 'la ihlpotesis .z <'>^ 

'^e%oclo que ni jmede s.er c±erto que ,y *^sea cero.i Par corislgulente, 
l)si..ppsibill<iad *restant,e, y eg pQjsitlvo /' tlene que .ser dlerta/ ' 
Esto cqmplfeta la clemostrac^ion, • : • * > » 

El* teorema^ 8-2b* no& permlte traducir Axn enunfc^aSo acerca de.; 
la ;or<Jenacl6n en un * enuncladp lace]»ca de lu i^sHLdad. Asl, " * • 

que nos da 3ra mlsma "Inronil^cldn- sombre la ordenacJlon" acerca cle„ 
^-^5 -y i-^S.^ "Es decflr/.hay uri ftumero posltlvo, 3i qj^e sufaado a 
el m^nor,de los dos nilmeros, nos xda. ^2, el mayor;* . ^ 

, ' • ^ Conjuntp de problemas 8-2b' ' 
. I.. Para cada par de numeros^ dete'mlna su 'ordenacidn y halla wn 

nutnero ^po^sitlvp b que sumado al menor de los dos' de el mayor. 



" "--(c) f y ' • (g) -I.^T^V -0.?1; 

2. * Demuestra que el siguiente enunciado es\cierto: <\3i a y 
s6n numeros i?eales y si c,*^a, bntonces hay un niimero r'Sal 
negative b t^l que c = «u -K. b, . (Su^erencla; Sigue un pro- 
cediraiento ajialogo al uaado» para b positlvo, ) 
5-, iCuales de los slgulentes enuncl'adoV son clertos para todos 
los vaUores reales de las variables? ^ . , 
(a) Si + 1».= b, entonces a b. * * 

.(b) Si a + (-1) = b, entonces \, a •< b. . ' 

(o) Si Ca + c) + 2 = (b -^c), ^itonces a + c < b ^ c. 
(dr) Si (a + c) + (-2) = i^+"c), §ntonces b + c a + c. 
. (e) "Si a •< -2, entonces existe un n\5mero positivp d; tal 
que -2 = a + d. ■ • ' 

(f ) Si -2 < a, en.tonces existe un numero positlvo d tal 
, . gue a = ( -2) + d. 



id 
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(a) I)el,'env»clado^\ 5 .+ 8 = t3, deduce dos' enunclados clerto» . 
S en. los* que^el^'slmbolo "^^'^^ Y^laclone dos de los niSm^roSV. 

*Tenembs 4ue '(-3) = (-1-). ^ Otili?andp dos nuraeros 
• * ' ^ • * , . . . . 

ctJale'sQuiera de estos tres, io^antos enunclados ciertos 

con el slmWloV'V-^ " puedes escrlMr? 

( c)'x\ Escribe dos entinclado's ciertos utilizando el slmbolo "*=^ " 

para relaclonar las numeros 5; y ' 7, dado que 5^7. 

J5ueJSti*§L* eji' la recta numerlca que si a 2. ^ numeros 

reales y ^sl ' b es tin numero* jjiegatlvo tal que c ^ a -H b, - 

*entt>nces c -a. * , , ^ . . 

^Cuales de los slgulentes eiiunciados, son ^cleytos para to^o% ' 

lbs valores de las variables*? ' 

'(a) SI b entonces 5 +' b <Nb. • [ - * 

(b) Si *b < 6, entonces 5 + b < ?. ' ' ^ . 

(c) Si X •< 2, entonqes 2x < 4.- 

Veriflca que cada- uno 'de lo.s siguientes enunclados es^ cierto: 
(a). |5M-.fr£-|^| -H IM ^ ' 

v(b) + ^1 1 r-5i + -i^r \; . 

(c) |.C-5) + (-4)1 < 1.-51+. 1-4| V: ^ .. ' 

(d) Para dos niimeros reales cualesqulera "a. y b, erftincla 
una prop le dad general que conecte |a^V b|, .|a|' y jb].'^ 

iQue propiedad general podemos enunclar para la multlplipac:^©n, 
semejante a la propiedad expuesta pa^a'la suma en el 'problema 
79 • ' • ' •' ■ . ■ 

Traduce en enuhcia\aos giblertos los siguientes- y detertnlna sus ^ 
con juntos de validez: . 

(a) La sxima de un numero y 5 ' ea -inenor' que dos veces el 
numero. 6Cual es el numero? ■ / ■ 

(b) Jose y Manuel se proponen comprar un bote de" v^la^ y le . 
preguntan a un vendedor el preclcr de un nueuo tipo de 
bote que se esta proyectando. El .vendedor contestq: 

"No costara'mas de $380"., .Si ellos hablan convenido 
en que Jose contrlbuyera a la compra del bote con ^130 
mas que Manuel, "i.cuanto tendrla que, dar Manuel^ 



(c) 



(e) 



(f) 



Tres mas que sels . veces un n\5mero es mayor que slete 
aumentado en clrjco veces el n\imero. ^Cu^l es el rfiumero? 
Un maestro dice; "SI fuviese en ml clase dos vec&s el' 
i5umero de alumnos .que ahora, tent^rl^ por l6 menos 26 
mas de los que tengo"* ^Cuatitos *estudlantes hay en la 
cl*ase? * . . * 

Un estucilante tlene notas da 82 *y ^ 91 en dos exs^menes, 
^Cuanto deber^, obtener en* un ,tercer examen para que su^ 
pi^omedlo gea 90 ,o mds? \ 
Luls'tlenfe *5 afios mas que Raul y la suma de su^ ed^d^s 
es menos de 23 aiios. ^Que edad tlene Raul? * 



cuando ^ b, 
ac y be c\aEndo 



* ^""5* * Pt^opledad n mltlplicatlva de la ordenacl6n 

^ En la seccion anterlcfr enunclamos una propledad fandamental 
que" establece la ordenaclon de a + c ^ b'^c 
Exaralne^aos^ ahora la ordenaclon de los productos 
a ^ b/ ♦ 
Con^dera' el enunclado clerto, 

. x • . . , 5 ^8. ■ •• 

JSl cada uno de estos numeros se multlplica por 2, se obtlene el 
el5iunciado cierto, 

• ■ ' (5)(2) < (&)(2). 

^Que te suglere esto .atfe^ca de una propledad multlpllcatlva de la 
ordenacioA? Antes de tomar una decision, veamos btros ejemplos, 
En*el oa*so anterior, aos dos n\5Tneros 5 y 8 en el enunclado > 
clerto "5 < 8" se intercalaron en "( )(2) < ( )(2)" para hacer, ^ 

•>vn enunclado clerto. Haz lo mismo en los slgulentes casos: 



1, • 


7. 


< 


10 


y 


( )(^) 


< 


( 


)(6) . 


2. 


-9 


< 


6' 


y 


( )(5) 


< 


( 


)(5) . 


5. 


2 


< 


5 


y 


( )(-4) 




( 




4. 


-7 


< 


-2 


y 


( )(2) 




.( 


m) 


5. 


-1 


< 


8 


• 7 


( 


< 


( 




6. 


-5 


< 


-4 


y 


( )<-6) 




( 


)(-6) 
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Nos ocupamos aqul .de la relacidn de ordenacidn qbeer- 
vando el,resultado cu-ando cada nuraero en el enunciado "a < b" se 
multipllca por \;^n mlsmo'numero. * iNotaste que eO. procedimlento' • 
sera dlstlnto- segun multipli<IUemos por un nUmero positive o por 
uno Qegativo? , ' 

Los resultados anteriores suglferen que ~ si .a'"* b, entonces 
ac < be, slempre y cuando c sea un n umero posltlvo ; 
' be ^ ^ae. siempre y cuando *e sea un numaro negatlvo > 
As! eneontramos otro* con junto importante tie |?ropiedades de 
la ordenacldn^ ^ • * ' • 

iComo podrlas emplear estas ifrropledades para.declr raplda- 
' mentje si los algulentes enuneiados son .eiertost r 

C^oino If eyitonces < * 

< - jj, entonces ^ < 

. / Corao ^ < ^, entonces - 'f^. ^- " 

* ■ Estas propiedades de la ordenacidn resultan ser consecuenciaa 
\ de las otras propiedades de la ordenacidn,. y las ehunclariios todas^ 
juntas del . siguiente. iriodo : • ^ . . / . 

Teorema 8 -3a . P rop ie dad . multiplicativa de la ordenacidn 
y ' Si a, b, y c, son ijumeros reales y si a ,'**b, entojnoes 

ac -< be, . si c ^s positive, . . • , 
^ , be < ac, si e es nega1>ivo. 

Demostraeldn . Hay dos casos. Consideremos prlmero el. easo 
V en que e es posltlvo .^ Aqul, tenemos que demos trar q;ae si . a b 
entonces ac < be* Justlfiea cada paso de la demo&tracion 
siguiente : 



r 



V, Exlfet^ un^ntipiero positlvp'' d tal que b = a + d, 
2.^[^i* tsrfTco, be = (a 4- d)c. 



3. J ,bc = ac + dc* » 

4^ El nilmero de ed pbsitivo. 



5.^ Por consiguiente, ac < be* 
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La <iemostrai?i6n del caso en que es negap.vo se deja a los • 

estudlantes como un ejerci^ib del Conjunto de prol)lemas^8c3.. * * 
* Eii ^ez 'de estudlar la propledad multlpllcativa de la relacidn 
de *ordenacl6n "es menor que? pudimos igualmente haber* eatxidlado Ta, 
de ^Vs. mayor que "I 

Cuando comparamos numerps, los dbs enunclados "a b" y ^ 
"b > a" nos dicen lo mismo acerca'de' ay b, Asl, cuando estsmos 
Interesados prlricipalmente en. los nuiperos mas bi-^n -Aue en una rela- 
cidn parti cula:?^ de ordenaci<^, tal' vez tjQnvengti cambiar de^ una- 
relacJLon de orclenacion a otra pam entonces escribir enunclados 
conjo los siguientes: , , ' . ■ 

Coiho 3 5, entonces' 3{^) =^ 5(-2). 
^ ' Como -2 > -5, entonces J-2>{8) > (-51(8). 

. *Como 3 .=^^, entonces (3)(-T) (2)(-7). , 
Coinp3:jji6ba que estos enunclados son clertos, ^ ^ ' . * 

Guando nos Interesa no una relacldri de ordena<ii6n slno los 
numeros que esta comprende, ^podemo||<?decir 4ue 

^ \ ' jac < be Si c es- positive, 

si. a b, 'entoncres ^ \ ... 

* , ' [ac^> be si e es negative* 

Enuncla ^u mlsmo ^estas propiedades de ordenaolon. 

En nuestro^s ^studios tambl^n neeesltarernos algunos r^sulta- 
dos tal^ como * • • ^ ^ 

r * " Teorema 8-3b > SI x / 0^ entonllfe > p. ^ 

Demostraelon . Si . x j/ 0^ entt>nces x es negalslvo o x ea^ 
posltlvo, peno no ambas cosas. Si x. es pjDsitlvo, entonces 

• (x)'(x)'> (0)(x), (iPor que?) 

Si X es negativo, entonces ' 

* , X < 0, • ■ . ^ . 

' ' . . (x)(x) > (0)(x]/ ' (iPor qjl»e?) 



iPor^e' 

En cualquier caso, se 6btlene el resultado que nos interesa. 



K > 0. 



El '^teorera^ 8-3b "establece qufe el ^implrado de un niimero dis- 
"'\'.tintd de ^jsero es posltivo/ Para cualquier nilmero x, . ^qu^ podemc^S : 
decir ^cer<Ja de x ? ^ • . . v'' / 

Es ppsible utillzar ventajosamente las propledac^es de la ^ . 
orde^^l6np.^a" deteiroinar con Juntos de valldez de In^cuaclones. • 
• For. ^-emplo^ '^j^rrainemos el» conjunto de valldez de*'^ 

La propl6dad adltlva -de^la ordenacim nos permlte "sumai* 

(-Z) + (-5x) * a Ips mlembros de gs'ta. Inecuacldn psCra obtener ^ 

• N • ((-5x) + 2) +- (C-2) +^C-^)), < (sx + (-6)) + ((-2) + (-5^x)), 
^ , qud al simpliflcar se convierte en-'^ 

■ . ^ , . - ' -8x < -8. - . : " ^ 

;" • •Como' ((-2)% (-5x|. es un niimeit) ^real para todo valor de x, el. 

nuevo enunclado tiene el mlsmo coRjunto de valldeE qtie el original, 
" " (iOve debemos sumar a los mlembrcis de "-8x < -8" para obten&r ^1 " ^ 
. ^nunciadlJi "original; es declr,' jpa^a Inverjsir el paso?) 

. » .T^^.+Jr^•«n^aa ♦ YM^v» In ■nr«r»Y^l4:4rlart tnljl tl Til Icatlva de ISL C 



Entoncea; por la propi-edad toultlplicativa cte ,1^ cf»de»acl6n, 

Aqul muitlplleamoa por un numero real dlstlnto de cero. Por lo 

lianto. este enunclado es equlyalente' a*l anterior. "(iPor cuanto 
• debemos mul'tlplicar los miembros de " 1 < x" para obtenerNl 

enunclado' anterior?) Evidentementa, el con Junto de valldezN^e 
m "1 < x" es el con junto de todos los numeros mayores que Vyr 

este es el conjunto .de validez cha^la^^necuacion original. 

Conjunto de j)rbb,lema3 Q-3 • \ 
1.* "utillzando la forma del siguJente ejemplo, resuelv|| cada 

'una de las siguientes 'inecuaclones: '(Recuerda que **resolVer" 
un 'enunclado es hallar su conjunto de validez.) 
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EJemplo . C^-Jx) + 4 < . ' ' * 

TEste enunciadp es Nequivalente a ' 

-3x "« (-5) + (-4)^ "^suma* (-4) a los dos mleirtbroa) 

* que a su yez es equivalente a * • ' . 

. (_ l)(-9) ( - 4)t'-3x), imultlplica ambos mlemlDros por : 

■ :■ '■ . ! . • '-i)) . • ■ •■ 

'Asl, .el conjunl;o, de vaildez oensiste en todos los nuraerps 
raayorea que 5. v • 

(a) (-2x) +3 < r5 . . ■ ■ ' . 

■(b) (-2) + (-4x) > -6 ' • : 

(c) (V4) + 7 < (-2x) + (-5) , . 

(d) , 5 .+ (-2x) <- 4x + '(-5) - \ ^ 

(e) + (-|) < i- i) + .(-3x) . . 

iff Ax + (-2) < (-5) + fx . .. . 

(g) 2x < > + |-2||- ^1 

(h) (-2) + 5 + (-5x) <'4x + 7 + (-2x) 

iX) -(2 + jc) < 5 + (-7) \ . 

Construye las graflcas de aos conjuntosi de valldez de las 
partes (a)- y (b) del problema 1. • * 

Traduce en enunciados abiertos los slgulentes y resu^lvelos: 

(a) ; Susana tlene l6 llbros mas. que Sara. Entre las dos , 
" ■" tlenen mas de 28 libros. iCuantos llbros tlene Sara? 

(b) SI se slembra una cierta varledad de bulbos, puecle eape- 
rarse que menos de ^ de ellos se .desarrollen hasta eon*- 
vertlrse en plantas. . Sin embargo, ,sl se les da el culdado 
apropl'ado, mas de de ellos creceran. 6 Cuar^toa bulbos. 
deblo haber serabrado un jardinero cuidadoso que iAene 15 
plantas? ' ' * 
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4. 



6. 



7. 
8. 

?. 
10,. 




Demuestra q\ie si a b y c es-un.numero negative," en tone es. 
be < ac. (Sugerencl^:> Existefan numero negative e tal que 
a>= b + e. Pbr lo tanto, ac =^bc -iS'^c. .iQu^ clafee de numelx) ^ 
es ' ec? Por^conslg-uiente, ^qu^ relaeidn 4e. 6rclenacl<5n hay 
entre ac. y be?) ^ , . ■ " * 

SI c es un niljuero negative, entonces e < 0. Tomande opues-''' 
tos, tenemes que^ 0 < (-c). Cemo " (-c) es un numero pesitlve, 
podQioos demestrar el'teorema del preblema 4 ebsei»vandq que 
si a< b, entonc'es' a(-c) < b.(-c); es decir, -(ac) < r(bGy. 
i€6me llegaraes entonces a la cenclusidn?" • -t 
'si a. < y adem^s a, b son ambos nuraeres reales positives, .• 

demuesti'a. q«e A < ^. (Suigerenclaj Multiplica la"^ desigualdad 

Da " .- • 



per. 



1). Demuestra *el teorema en la^ecta nura4- 



a ^ b 
rica. 

^Es valida la r^laclon ^ ^ (iuando a < h y ambos a x 
b ,son- negatives? Demuestra qu4 es valida o que no lo es. 
iEs valida la relacioh- ^ ^ ^ cuande a b, a ^ 0 ± b > 0? 
Demuestra que es Valida o que no lo es, 

Enuncla las prepiedades aditiva y mul*tiplicativa de la rela- 
cidn de ordenacidn " > ". , ' * 

2 2 ' 

Demuestr^ le sigwiente: Si 0 a < b, entonces a ^ b . » 



(Sugerencia; "Emplea las prepiedades de la orden^clon para , 
2 , ^2 

obtener a 



ab y 



ab < b^). 



f 



Q-k, Prepiedades fundamental es de les n\]imero3 reales 

En este eapltulo y en los l^^es anterioresi nes hemes t»cupado 
de dos prel)lemas prlncipales. El primero * f ue extender la relacion 
jie ordenacidn y. las' operacienes de sumar y multiplicar de los 
mJmeros de la aritmetica a todds los numeros reales. Antes de 
lograr'^sto no disponlamos, en realidad, del slstema.de los 
nuraeres real.es para trabajar. El segundo preblema fue descubrir 
y enunclar cul(^adosamente las prepiedades fundamentales del sis- 
tema. de los -numeros reales. tos dos probl»emas, en la forma en 
que nes hemes vlsto obllgades a tratarlos, estan estrechamerfte 
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^ntrelazados. 'Bri e.sta seccion destacaremos, el segvndo pi^ibleinaj^ • 
el iftas 'Imijortante, resumiendo' las propiedades "fundamental es ob- 
tenldas. . , ' , 

* Antes de conttouar; debemos aceptar que la decision respeeto 
a q-u^ es una propiedad fundamental no se toraa a base de razone^ 
matematicas rigurosas, sino que hasta cierto punto es cue^tldn 'de 
conveniencia y com^n aeyerdo. Acostumbramos 'corfsiderar el sistema 
de los«numeros reales y sus varias-.propiedad,es como una "estructura' 
construida sobre una base. cora^uesta de p^^pledades fundamental es. . 
"De hecho,-d^ esa raajaerai deb^^ empezaf* a considerar 'ese sistema. 
-Una buena pregunta, quesahorg se puede contestar con mas precision 
que antes, ^s la siguier^te; 6Que es el sistema de los numeros . 

reaJLes? . . > 

El siste^tia de los nuraeros reales es un con^unto. de elemen.tos 
pslra el cual estan definidas las operaciones binarias de adiQ4-6n, 
" + > multiplicaci<5n " • y una relacidri de ordenaciSn, " < 
conr las propledades siguientes: 

1, £ara dos numeros reales cualesquiera 
y b, a + b es un nuraero real^ 
Para dos numeros reales cualesqpiera 

a y ' . ( 

a + b = b + a. ^ ^ 

Para tres. numeros reales cualesqulera 

a, b' y c, 

(a + b) ,+ .c = a + (b + c). 

Existe un nuraero. real particular 0 • 

tal 'que-i para cualquier numero real a, . . * 

a + 0 = a. (Elemento identidad) 



2. 



\ 



5. 



4. 



(Clausura) 
( ConmutatividadP) 
f (Asociatividad) 



5. 'Para todo numero real a existe un 
• numero *'real -a tal que 

• a + (-a) =0. 

6. Para'dos nume;t*os real e.s* cualesqulera 
a 2. b> a • b, es un numero real.' 

7. Para dos numeros reales cualesqulera 

a • t> = b • a. 



{ Inverses) 
(Clausura) 

JConmutatividad) 
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8. Para tres niimeros reales cualesqujl^a 
. • . a, b y c, * . . \ 

"(a * b) • c = -a * (b • c). • ,' (Asoalatlvldad) ■ 

» , ' s . ■ ^ - ' 

X 9/ Exist© un'niJmera real particular 1. , - 
' \ • tial que, para cualquler ni5raero real • a, 

a • I'^-a. ^ ij(Elemento Identldad) 

10* Para cualquler niimero real^ a^, distlhto . » 

de 0, .existe* un niJmero peal — tal que . ^ * 

V • • . a-' (4-)'^ ^ : ^ (inversos) 

1U Para tres Rumeros reales cualesqulera 

a ♦ (t* 5=: a • b ^ a \ Q. / / * (DlstrJLbutlvldad) 
12* Para dos niaineros reales cualesqulera . * 
. / a^ ,y solamente lijio de los slgulentes 

es* cierto: * ' 

a Oj a ^ Dj D ^ a** 

• (Comparacldn) 
15. tara tres numeros reales cualesqulera , . 

a, b y c, si a ■< b y b '< c, v^ntonces , 
a-< c. *• , (Transitlvldad) 

• 14, Para tres nx5meros reales cualesqulera 
a, b y c, si a < b, entonces 

a"+ c < b + e. (Propledad adltiva) 

15/ Para tres numeros reales cualesqulera 

a> b y c, si a < b y 0 i< c,* entonces 

a • ' c b, • ; ^ 
si a b .y c ^ 0^ entonces 

b • c < a • c, (Propledad multlpllcatlva) 

Probablemente habras notado que no estdn Incluldas varlas ' 
propiedad^s utiles- que^ya conoces. Esto no es por descuido. La 
razdn para omit Irl as es que se pueden^ demostray a ba^e de las pro- 
pledades/enumeradas antei^iormente. Eh realldad, con solo aftadlr 
una nueva propledad, podriamos obtener una llsta de propled^es 
con las cuales serla poslble demostrar t6dQ lo relaclonado con los 
niimeros reales. No eonslderaremos esta propledad adlclonal por- * 
qu*e eX hacerlo nos.llevarla mas alld de los llmltes de este cursb. 
La Bstudlaras en un curso mas avanzado. 
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Practlaamente ,tocla el dlgebra en este curso puede fundamentarse 
en la ll^ita anterior de propiedades^. Median te las demostraciones es 

, como establecemos conexl<|||&s' enj^re esas propiedades fundamwitales ,y 
todas l*as ideas y los^teorema? qtie de ^llas se desprenden* El 
razonami^nto comprendido en las demostraciones es lo que mantiene 
como un todo^ la. ^structura entera de la matematica, o de p^alg^jLer 
sistfema logico. ^ * * ' ^ , ' 

Por !l.o tanto, si- hemos de apreclar Verdaderamente lo que es la* 
matem^ica, debeifnos primero examinar como estan enl'azadas las ideas 
en estos razonamientbsrj debemos tambi^n ef ectuar ^l^nas demostra- • 
ciones y no jfa^ralhente dontentgo^nos con una 'e^licacidn plausible* 
Es ciertp que ^ilgunas de las* afirraaciones que hffoo^s demos trado pare- 
cen muy obvlas, y. :^1 v^z te preguntes, muy Justifiqadamerite> por 
' qu^ noB tomamos la molestia de demostrarlas* ' Segdn adelantemos en 

* nue^tro e studio de la matematica,, habra mas ideas que no son i^vias 
en forma alguna y que solo se pueden establecer mediante demost^a- 
ciones* Durante las etapas 'mas/§lemen tales de nuestr^instruccidn 

. necesltamos pasaf* por la expeOTLencia de examinar algunas demostra- 
ciones sencillas y de desarrollar gradualmente una buena dlsposi- 
ci(5n hacia el razonamiento, del que depende toda la estructura de 
la matematlca* Es por €{sto*por lo que examinamos deteniViam^nte las 
demostraciones de algu|ias afirmaoAones que son bien obvlas* * . 

La habilidad para. descubrir un m^todo de demos trar un tieorema^ 
es algo que no se desarrolla de la noche a*" la* maHan^. Se logra , 
examinando varlas demos tracipiies diferentes, aprendiendo a buscar ^ 
cone^iones entre lo que sabemos y lo'^qu^ queremos demostrar\ y ^ 
e'studiando las sugeren-cias qijpi^ se nos, ofrecen como gula« Por otra 
parte, el ejercicio mental "^qu^ se requiere se utili?a ^no solo en 
la matematica sino tambi^n en todo razona^aiento logico* 

¥olvamos ahora a Jas propiedades fundairtentales de. los numeros 
reales y hagamos un resumen d« algunas de las otras propiedades 
que pueden demos trarse *a" base de lasi>ya mencionadas. Algunas de 
<S^tas fueroy? demostradas en 9I texto, y otras se incluyeron como 
ejerclclos. ' 

16. Cualquler numero real *x ^tlene solamente un 
InversQ" acliti3>D^ a saber, --x. ' . 
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V7. Fara dos numerofe reales cualesquiera a y ^b, 
^ -(a> b) = (-a) + C-b). * 

\ >t8. Para tres numerqs reales a, b y c, si , , ^« 

a +, ,c = b + c, entonces a = b. *\ » 

19. • -Para cyalquler nximero real a, a * 0 = 0. 

20. Para cualquier numero real a, (-l)a = -a. . *, 
21 • Para dos ^umems reales cualesquiera ^ ' ^ ^9 
. (^a)b = -(ab). y «a) { -b) - ab. 

22* El bpuesto del opuesto de un numero real a es a* ' 
, • 23. Cualquier n\Smero real dlstlntq de 0 tlene sola- 
^mente uh inverso ^multiplicatlvor a saber, 4^ \ 
24* El ^numero 0 no tlene reciproco. , . - 1 ^ 

25.. El reclpro6<> de» un^ftumero posit Ivo es'*posltivo, y el ^ 

re<ilj>roco de un numero negativo es negativo^r 
26* ' El reciproco del re^clproco de un numei^p real a, distinto 

de cero, es a* - ^ ^ . ' > 

27* Para dos numeros reales cualesquiera a ^ . b, "^'stintos 
. ' de 0/ t ' > , 

a * F ^ aF" 

28» Para, dos niimeros reales a y b, ab = 0 si y solamente 

\ si \^^0 6 h ^ 0. ^ 
29. Para tres numeros reales a/ b, y c^ siendo c V 0^ 

si ac =t be, entonces a = b* 
50* Para dos'nutneros reales cualesquiera a y b, si 

a ^ b, entonces -b < -a* ^ ^5^55^ 

31/ Si a, b son numerous reales tales que a b, entonces^ 

existe un numero positive c tal qxJfe - b ^ a + cv 

1 * 2 t 

32. Si y^i^ 0$ entonces ^ > 0. ii 

53. , Si 0 < a "b, entonces < ^. . . 

; 2 2 

'3^1^. Si 0**< a b, entonces a •< b . 

Tal vez habras notado que ep la seccidn*8-3 • ofre^cimos una , 
demos trac ion de la pippiedad multiplicativa de la ordenacion. De 
hecho, esta propledad (la nuraero 15 de la lista) es consecuencia 
inmediata de las' tftras catorce propiedades fundamentales. For 16 
tanto^ se pudo haber omitido sin que esto limitara en modd alguno 
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el alcance la JLista. Sin embarg^, h'emos Incluldo la propiedad a 
flni» de reGalca3:^*la sunalogla que hay entre .las propiedades de la 
suma y las de la multiplication,- ^ . , . 

^ Habras no»bado tamblen "que^ en el estudio. antex'lor de las pro- 
. pledadfes fundamentales "Qunca se menclono el valor absolute. Este 
Import ante concept o puede Incluipse (ientro del marco de las pro- • 
Rledades fundamentales medlante ^a slgulente deflnlcldnt 

SI 0 j< a, entonce* |a| ^. 
^ SI a < 0, 'entonces la J - -a. * ^ 

aj^rminainps este resumen m&iclonando algunas "propiedades de 
natural e^a muy dlferentej a ^aber/ las prppledades de la Igualdad. 

^ Estas son propUedades mas bleri del lenguaje del algebya qbe de los 
n\Smeros rfeales. Recuerda que el enunciado "a = b", donde '^^a" y 
^'b" son numerales, aflrma que y "b" son nombres del mismo 

numero* Las <ios prlmeras propiedades de la Igualdad que enumerare-^ 
mos no han sldo enHincladas anterioxmente^ *^pero en realldad, se han 

* ^empleado mucfias veces* En las siguientes propiedades, a, b 2; c * 
son niJlmeros* real es cualesqulera, * . . 



55* SI a « b, entonces 

36. Si a 5= b, y ademas 
ejntonces a = c. 

37. SI a''- b, entonces 
58* ; Si a 5= b,/ entonces 
59- S£ a b, entonces 
kO. Si a =i b, , entonces 



b = . a^ 

b C, 

a 4- c =t b + c,. 



(Reflexibllidfady 

(Transltlvidad) 
(Propiedad adltlva) 
ac = be. (Propiedad raul-tlplicatlifa) 
-a 5= -b. ^ ♦ 

|a| = lb|. ' . , ■ 



1, 



Problemas de repaso 
Determin.a la ordenaclpn entre cada par de numeros: 



(a) -100, -99 

(b) 0. 2, -0. 1 • 



(e) 3-4 - 4, 3(4 - h) 



(f) 



+ 1, 0 
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Si p > 0 ' y n -< 0, detemina cuiles de'loa slgulentes enun- 
clados son ciertos'y .cualea son falsos j 
(a) SI 5 > 3, entonces -< 5n. ... 
(l5)''''si £^ > b/exxtonces ap < 6. . • 

(o) Si 5x > X, entonces 3px*>px. - » 

(d) Si (*^)x >^-»1, entonces« x > n. 

(e) Si p > ,n, entonces ^ < ^. . ^ " » 

(f) Si' ~ y ^ > o/entonc?s* p>< x y x > 0. V 
iCuales de los" siguifentes pares, de enuncla^os son equlvalentes? 
(a) 5a > 2, (-3)a > (-2) ' ■ ^ '? * ' 
(^)— 5x > .2 + X, 2x > 2- . ' • 

(c) "5y + 5> y + (-it)/ 2y = (-6) » - * . • ■ 

(d) . -X < 5,> > (-5) , ' 

{%) '-p + 5 ^ P + (-1), 6 > 2p . . 
(f) 1 <"'^ y -m >»-0, m < 2 • 

Si p > 0 y n & deterraina cuales de las slguientes ex- 
presiohes- ^epresenSin n\5mero's positives y cuales numeros nega- 
tivos :. ' , , 

(a) -n ^ 1 (a) pn • 

(b) n^ ' • - (e) .;-p + (-n)) ^ r 

(c) '-n^'" , • (f) Jn| •. . ^ 
Resuelve^cada una d^ las siguientes inecuaciones : 

(•a) -x>5 . , (d) (U) + (-xr> + ^ 

(b) ' (-0 + 2y <'3y ' (e) \ + b + 5 + 2b + 12 ^ 581 

(c) (- {)z < 5 (f) x(x + 1),< X / 
Det'ermina el conjunto-de^validez de' cada uno de los siguientes 

^enunciados: 

{a) ^. •< |- y X > O (d)- > 0 y x / 0 

(b) 1« 1 . / (e)^0 i.2lc < 180 

(c) ' ^ ^ 5- y ^ ^ 0 ' (f) x^ + 1 = 0 



r. -SI el aoBlnlo de la variable es el oonjunto as ios. epteros . 
dete««lna 103 *on3«ntos fle valld^z de los slB.lentes enunclados. 

: -(a) 5x + 2=^= '0 .■ ■ W + (-5)) = 5 .; 

(c) , Ex't 1 - -5- ^ (-9) tf) (|). - (-) ^ .-^ (-^^'^ . 

8 Resuelve las sigulentes «c\jaciones: ' . 




/a) 5x = 5 

^' (c)' 2n + (-2) = 0 . (f) + (-q) 
9. Resuelve las sigvientes ecuaciones: . , . ' 

(a) >UV5) « U + 3) ^ . ' . 

(b) x(x. + 5) = (x + (-4)) (x + 5) . . ; 

; (d) , a^ = a(a + 1.) • 

(e) ' (x + 2) (x + 5) = x(x + 5) + 6 : ^ 

■ (f) 2q^ + 2q + =''(5q +-5)(<1 + 0 ' ■ 

,a. ■ El largo de u» .reotiSigulo es mayor que o Igual. a 6 .nldades 

„^^A^AB^ V el anoho es h unlaades. Maiia 
. • y menor que 7 unidades, y ex am-nu 

el 4rea del reotanguio. ' - , ■ 

11 El largo de un rectangulo es mayolf que o Igual . a 6 unidades 

■ y me«or que 7 unidades, y el an*o es mayor que o Igual a . ■ 
i unldadfesymenorque s unidades. Halla el area- del reo- 

.12 TTX> ae un reoiangulo es mayor que -o le.al a- 6.15 pulgadas 

■ y menor que, -6.25 pulgadas,. y el anoho- es mayor que o, Igual a 
-,.15 pulgadas y menor que 4.25 pulgadas.. Halla el area del 

rectangulo* • . \ ^ 

n (a) Una clerta variedad de maiz produce . 2^0 3>millas por 
cada planta. Cuando se siembraft, fto todas las semillas. 
~ ^ se desarrollans entre | y | ^e-'ellas producir^ ^ • . 
plantas nuevas. Cada nueva plaiita a su vez producira' 
240 semillas. Si en un/ario.'^e piembran las semillas de 
una sola plaiita de mi^, 'icuantas. semillas se. podrdn ob- 
tenef en el siguierite afio? * • . 



(b) Supongamoa que, en el.ejer^elo ^terior, una planta de 
malz, en vez de ^roducir ' 240 gemlllas, p^'oduce 'entre 
250 -y 250. Con esta condicldn, icuaritas semillas se 
fodr^ obtener en^un aflp de la's^ ZkO sembradas el aflo 
arit^lor? 

En los slgulentes problemaa/ escribe eni^ncl^dos ablertos y 
contesta la pregunta de 6ada uno: » v ' 

(a) Un cuadrado y un t3?la^lo equliatero tl enen prerlmetros 
Iguales. Un lado 'del trlarigulo es 3-5 pulgadas igas : 

• iWgo tiu^ un lado d^l cuadrado. iCual'es - el largo 'del 
lado del cuadrado? ' ' ' 

(b) Un bote, navegando a f avor de la CQrriente, tlene una 
velocldaid de 10 millas por hora mas que la de la 

. ^ cqrriente^ ,La velocldad del bote en esa dlreccidn Ao 
es mayor de -25 mlllas por hora. iCual es la 'velocldad 
de la corriente? * ' ^ ' 

(c) Maria tlene que hsicer un trabajo de m^canografla que le 
empleari por lo menos tres horas. SI erapleza a»la 

r ?.M. y debe termlnar no mas tarde de las^ 6 P.M. , • 
. icu^to tlempo espera que le ocupe el ^abajo? " , 

(d) Jaime reclbe ^l.-SO por . hora por un trabajo *que hace 
en sugh horas llbres y ahorra lo que se gana para eom- 
prar un carro. ^Cuantas horas tendra que trabajar si 
el carro le ha de coistar por lo menos i|75? 
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■ / " • ■ J Capltulo 9 

* LA RE5TA Y LA DIVISION DE NIMEROS REALES; , . _ / 

9-1. Peflniclon d.e la resta . . * ^ . 

' Supongamos que haces una compra por valor de^; 85 c«tntavos, y 
das.un ddlar a la cajepa. i<kue hkce ell&? Te deyuelve dos oentayos 
y dice "85", luego una moneda de 5 centavos >. dice "90",. y final- ' 
raente una moneda de 10. centavos y diGe "un ddlar", 'iQ^^ ha' estado 
haciendo ^lla^ ReStando. 85 de 100.^- ^^Cdmo. hace §bto*? ^ 'Bus-Gan^o 
cuanto' deke sumar a 85 para obtener 100/ La* pregunta, ^ • 

";.100 - 85 = cuanto?"'significa lo mismo que ."i8j + cuanto = 100?"^. 
como- hemos resuelto la ecuacldn, ^ / • . 

83 + X = 100 . • * 

en el pasado? Sumamos^ a ambos ladoV el opuesto- de 83, y obtenemos 

X = 100 + {.-83).^ , \ 

Por lo tanto, "100 - 83" y " 100*'+ -83)'^50ti npmbres.del mismo 

nximero, . ■ ^ ' . . •.'f ^ • /, ' 

. Practlca con algunos otros' e*Jemplos : 

20 -'9 =11 ' .:'^20> (-9)~ = J1- ^ . 

'8 4 6- « 2, > •. \ *'^8.+ \ =?*'2 , 

5 - ^ - ( ) " \'5A f ) i p 

Despues de estudiar estos ej^mplos, convendras en .que al ■ ^ 
restar un^ numero pX>sitivo b de un numero positivo mayor a, se 
obtlenie el mismo resultado" que al suitfar el- opuesto de b al nur^ro 
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C'^mo ya has tenido experiencia con la resta denumifero s^po si - 
tivos, Iprobablemente te preguntaras>*que hei!h6s logrado con lo ante- .. 
rior. iNuestro problema es decidir c6mo*definiy la resta para todos 
16s numeros reales. Hemos descrito ahora la resta, en el casb ya 
conocido de los n\5meros posltivos, mediantfe operaciones que sabe- 
moe efectuar con todos los numeros realesj, a saber, las de sumar y 
Ctomar opuestos. Por lo tanto, deflnimos la resta para todos los 
n\lraeros reales como sumar el opuesto. De est^ mode, extendemos 
la resta a los numeros reales de manera que conserve las propie- 
dades que ya conocemps c^e la aritmeticaj y en nuestra definicion 
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sdlo se uttlizaron Ideas ya coxt^cldas. ' ^ 

PUra .yest'ar 41 'mlrnero* real , b . del niimero real a, suma el " 
opuesto de b al niimero a. Aal, para dos niJmeroa reales . a, b, 

• • .ia - b s=» a + (-b). / ■ . - 

Ejemplos, : ' . 2 - 5 « 2 + (-5) = -3 

■ . 5^- 2*= 5 + {-2) = 6 

■ (-2) « 5 = (-2) + (.5) = »7 ^ ' 

2 - (-5.) ^2 + 5= 7 - 
•(-5) - 2 « ? ' 'i^ . * ' 

• : , ; ' -5 - (-2) = ? 

• . (-2) - (-5) - .? 
' / • (.5) .. (.2) » o ^ • 

■ Lee la exp'resldn "5 - (-2)". iHemos utllizado el simbolo 
" « " de dos Inaneras distlntas? ^0^6 slgnlfica el primer slmbolo^ 
" - " ? 'iQu.^ 9lgniflca el segundo? , . " 

Cbmo ayuda para utlllzar con clarldad eslJe slmbolo, formulamos 
,lo3 sigulentes enunclados analogos acerca de los dos slgnlf Ic^idos : 

. En "a-b", ; , En "a + (-b)"; 

el simbolo " - " est^ entre el slrabolo " - " es parte de-un 

dos numeral es' e Indica la - numeral e Indlea el opuesto de. 
^/ operacidn de res tar . Leemos Leemos la expresl6n como "a 

la expresidn como "a merJos sumado al opuesto de b". 

b". . ' 

Veraos que la operaclon de restar esta rauy relaclonada con la 
de .sumar. Enunclamos esto como sigue: 

Teorema 9-U Para tres numeros realejs a, b, c, * 
a = >b. + c sly solamente si a - b s= c. 

» 

Demostraoidn. Recuerda que para demostrar un teorema en que ' 
interyenga la condiGi<5n^."si y solamente si'.' tenemos que demostrar,- 
en realidadi' dos teoremas. «»« ■ * . 



Hrimer6 ^mostramos^que si a = t) + c," entonces. a - b = c.'" 

Demostl^emos ahora que. at^ k - b^ entonces a = b + Para * 
ello, observa ^ue. '»a - b^ c" signiflca "a +^ i-b) = e". Ahora 
podrsts cpraplel^r la'..clemostracli3n-4, 

. • ^ * / Con.tunto, de- probi%as 9 -J. 
l/*(-5000) -.'(-EOOO,) >. \ ■ • ' 

2. >^ : '"^^ ■^ ^ ' v " 

it. (-0.651) - rol63i) . -V • ' 

5. . (-iv79) - V.22 * ^ 

6. 0 - (-5) ' • , * 

9^ *Resta '-8 de ;15. 

10. De -25,-reBta^'-^ . 

11. iQue niainero es. ^ raenos que ^9?^ . 
12* iCuanto mayor es -12 que -17? 

13. iCuanto mayor es 8 que -5? * ^ 

14. -Sea R el conjuixto de todos los niimeros reales -y S el con- ^ 
Junto *de .todos los numeros obtenldos al efectuar l^^eraclon 

> ■ de restar con vpares de numeros .^e R. ^Es S un suboindunto 
dB^m lEB el.con^unto de los Aumeros realms cerrado respecto 
de la resta? ^^Es el con junto de los niameros de la arltm^tlca 



VS. 



cerrado respecto de la resta? ^ , 

Siuestra por qu^ "a'- a « 0":es clerto para todos los n^imeroB 



reales. 
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Halla el oonjwnto de validez cada'uria las saLgu^-enites 
ecuacAones « • * " ^ 

f (a) • y - 725 « 25 (d) - 2 « -r4 * • .. 

(b). 2 - 34* 76 (e) x f 23.6 = 7.2 .1 

.,.1 , (c) 2.x. + 8 « -16 /, it) 2 + - 

* 17. lia . teraperatura baj6 10» descie wna temperatrura original de- 3' 
^bajo cer0. iCu.4i es la nueva tempieratura? Muestra como esta 
pregunta estd relacionada con la resta de n\5raeroa*reales. 
, - 18. La Sra. J. tenia un haber de $7. 23 en su cuenta eri'una - 

tlenda por departamentos.. Compro a^cr^dlto un traje de 
^ ^ 4 "IS. 50. idu^ era entonces'^ el balance de su cuerita? *' 

* Gulliemo le debla 80' centavos a su herroano y ie pa&d 50 * 
, , centavos, iC<k6 podemos escrlblr esta transaccldn como una 
resta de n\imeros reales? (Representa la deuda de 80 centavos 
por (-80)). \d ' ^ 

. 20. Ei punto mas ba Jo del Valle de la Muerte est^ a 282 pies bajo 
el nlyel del mar; La cunfl^re del Monte Whitney, visible desde 
este valle, -estd a una altura de 14,495 pies sbbre el nlvel 
, / del. m^. iQu^ altura tlene el Monte Whitney sobre el Valle ^ 
de la Muerte? yt^ 



9-2, Propledades de la resta ^ ^ • 

Curies son algunas propledades de la resta? ^Es 

5 - 2 e 2 - 5? 

iA qu^ conclusldn llegas acei;ca de la conmutatlvldad de la resta? 
iY.es . \ 

• - (7 - 2) ». (8 - 7) - 2? 

jCrees que la resta ea asociatlva? " 

SI la resta no tlene algunas de las propledades conocldas. 
.tendremos que aprender a restar reflrl^ndonos a la deflnici<5n en 
t^rminoa de sumar el opuesto. La suma, despu^s de todo, si tlene 
estas propledades, 



Por ejemplo, como la resta no es s^sociatlva, la expreslon 

' " ^ 1 • • ■ ■ ■ ' • 
\ • • ^ -5 - 2 - ^ . , 

no es realrtienle un nmeral^porque nO ses el nombre de un nuraero en 
particular. Recuerda que' la resta es una operacldn blnariaj es 
de^ir, en.ella intervlenen dos^ ^uineros* Entonces^ ^entendereraos 
que "5 - 2 - 4" ^signlflca "3 - (2 - 4)" 6 "(3 - 2) - 4"? Para 
ll^g'ar a una decisldn, transformamos la resta en' la suma del 
> opuesto. Eipitonces, 

3 . (2 --4).^ 3 ^ (-(2 + (r4))) 
" " > • ' ^ =.'3 + ((-2) +4) ^ , . ' ^ 

• . * ^ = 3 + (-2) + 4. 

Por otra parte, , *\ • 
" - ■ ' (3 _ 2)^.-4 = (3 + (-2)) + (-4) ^ ^ . 

' ' = 3 + (-2) + ^(-4). " 

' Escogemos el segundo de estos signlficadoB como ei mas apro- 
. plado. Convendreraos pues, que • 
. • a - t - c signlflca .(a - "b) - cj / , 

es declr,, . ' . 

J ' < a - b - c =*a + (-b) + (-c). 

• - Ejemplo 1« Halla un nombre corriente para , 

- (f + 2) - • 

Podemos considerar esAo eomo ^) + (- j) > 7 entonces^sabemos 

que podemos eseribir 

(I n- 2) 4= (1+ E) + (-1) 



(|.(-|)) ^^ 

1 + 2 



5. 



Rir 
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EJemplo 2. Apil^qa las propledafles. de la su^na parfii escrlbir la 
expresion -5x + 5x - 8x 'en una f orm& rods senpilla*' " - 

-3x + 5x - 8x" = (-3)x + 5x + (-8)x. - • 

BmpleWs aqul el teorema, -ab » .(-a)b, para el prltaer termino; . 
y la deflnlcidn de . la resta 2. el raismo teorema para el^ltimo 
-termino. -Es- declr, conBld^ramos ila exprasldn, -5x + 5x - 8x 
como la suroa de las expre^lones, (-3)x, 5x, (-8)x. Entonces . 

-3x + 5x - 8x = ((-5) + 5 + (-8)) X por .la propiedad • 

^ , : dlstributlva " 

. -6x. . • _ 

La palabra "slfliplifica" se usa habltualmente para indlcar 
•ins true clones tales como "halla un norabr^ corrlente de" y '"eraplea. 
las proi)aedades de la suma para escrlbir. en yna fonna mas senclll'a 
lo s^lgulente", auri cuando no-es tan preclsa como efsas f rases, De 
ahora en adelante, utlllzaremos este t^nmlno cuando no haya posi- 
bllldad de confusion. ' - 

Ejemplo 3. Slrapllfrca (sV - 3) -(Sy-S).- , 
(5y r 3) - (6y 8)^ » 5y + (-3) +^ (-(6y + >(-8) )) (^'por que?) 
. ' 5y + (-3) + (-"(6y)) + (-(-8)y, toda vez que 

el opues'to de*la suma es la 
suma de Xos opuestos. 
- 5y + (-3) + (-6)y + B ^ (iPor qu^?)." 

. = (-Oy + 5 (6Por que?) 

= -y + 5. 

En vez de haber empleado \a aflrraaclon de que el opuesto de 
una Buma es la suma de los opuestos, blen pudlmos haber empleado 
ei teorema 7-2a, el cual establece que -a = (-l)a, y luegp la 
propiedad dlstrlbutlva. Entonaes nuestro ejemplo hublera apare-. 
cido como slgue ; • . ' . 

(5y - 3) - (6y - 8) =- 5y - 3 + ■ (-(6y - 8j)\ ^ 
' , = 5y - 3 + (-1) (6y + (-8)) 

■ ; " = 5y - 3 '+ (-l){6y) +.{.i)(-8) 

. . , ■ - 5y - 3 - 6y + 8 

V i= -y + 5 
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Cuando eatlendas los pasos . ef ebtuados podras abreviarlos asl: 

'(5y - 5) - - 8) 1. 5y - 3 - 6y:+ 8 ; 

: . ■ » -y; + 5." , ■ .•„■',',. ■ ■ " 

vTal vez te asomlDre la raemera ; corao ahora efectuamos mentalmente 
algunb? pasos. Esta habllidad de abarcar varlos pasos sin tener -^V^e 
escriblrlos todos es \ma indlcacldn de nuestro desarrollo matematico. 
No obstante, debemos estar dispuestos en oualquler momento a sefialaa?' 
y explicar en. detail e cada paso. . v • 

♦ ■ Por ejemplo, Just^flca csTda uno de los slgulentes pasost 

(6a - 8b + c) - (4a - 2b + 7©)^ " . ' :> 

. . ^ '= (6a''+ (-8b) + c) +. (-(4a +\(-2b) + 7g))-^ 

= {6a*+ (-Bb) + c) + (».4a) + 1(t1(|2*)) + (-7c) . , 

(6a + (-8b) + c) + <-4a) + 2b + (-7c) ' 
« {6a + (-4a)) '+ f(-'8b) + 2b) + {g + (-7c)) 
. *=: (6a +■ (-4)a) + ((-8)b + 2b) . (lc + (-7)c) 
= (6> (-4)) a + ((-8) + 2)b + (l + (-7)) c 
= ^2a + ,(-6)b + ;(-6)c ^ , 

« 2a + (-6b) + (-60) ' 
= 2a'- 6b - 6c 

Conjv>nto de problemas 9 '-2a 
Simpll-flca: (En los problemas 7 y 20 'muestra y expllca cada paso 
* come se hlzo en las prlmeras dbs partes del ejemplo 5. 
En los demas problemas 'utillza la forma abrevlada de 
la tercera parte del ejemplo 3. ) . 

1. . (a) 3x - 4x . * 5.' (a) -(3x - 4y) ' 

(b) -5a ->a • . • {^) -(-5a - 3y) 

(c) '4x2 - (-7x2) _ . 

(d) " -4xz - xz -C7 - x) ■ 

2. (a) ' -3y - 5y + y 4. ' (3.6 - 1.7) + (2.7 - 8.6) 

^b) -3c + 5G - -g^s » 5. (| - ig-) ^ 

(c) 7x2-^4x2-11x2 6. (|-^).+ (^ + ^) 

(d) 3a2 - 5a2 +^6a •7» . (3« + 9) - (5" - 9) - 
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' 8. 


(2. + 8^ + (2 


. V p. / 


♦ J* 








* 


i6. 


f7x^ - 3x1 + (4x^ - 7x - 81 




- t-3c + 5c + ^ 




17. 


f7x^ - 3x1 - (4x^ - 7x 81 




(3x - 6) + (7 - 


4x) 


1o. 


V7xy - 4^X2) - (bxy- 5yz; 


12. 


.(3x - 6) + (6 - 


3x) ' 


19V 


+ 12p^ - 8a) - (Set -,7n - 


13. 


(5a - -iTb) - (4a - 6b) 




(5x - 3y) -*(^2 + 5x) +.(3y - 


14. 


(2x + 7) + (4x^ 


+ 8 - x) 







21. De ;l1a + t5b - .7c re^ta Ba' - 5b - 4o» • ' 

22, * iCual es el resultado restar -3x^ + 5x - 7 -3x 12? 
25. iQue debemos suraar a 3s - 4t + 7u para obtener .-9s - 3u? . 

24. Demuestra: Si a b, entoijces a - b es poaltivo. 

25. SI .(a - b) es un nxSraero positive, ^cjaal de los enunciados, 
^ < tf a « b, a > b es cierto? lY si (a - b) es un naSmero 
negatlvo? iY si (a - b) es cero? 

26. SI a/b, c. son n\5ineyos reales y ademds a > b, iqud se puede 
declr acerca de la ordenacidn de a - c y b - c? Demuestra 
esa afinnaci6n. ' ' ' , 



La deflnlcldn de'la resta en't^rmlnos de la suma nos permlte 
ejctender atSn mds nuestras aplicaclones de la propledad dlatrlbutlva 
y desdrlbir en un lenguaje dlferente algunos de los "pasos llevados 
a cabo al deteirolnar conjuntos de valldez. 
EJemplo . Slii$)lli'lca / 

' (-3)(2x - 5). ' , 

Apllcando la deflnlcldn de Xb. resta, tenemos que 
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^ , (-3)"(23c - 5) - (•-?)(2x + (-5)) " 

. • -'(-:?) (2x) + (-3)(-5) * (iPor qu4r) 

.* - ((-3) (2)) X + 15 (iQu^ propledades 
• ' " . . de la nMatlpll- ^. 

cacl<$n utlllaamoa 
, ' : aqul?) 

- « "-^x +15. ' * V 

Tal veZ'hubieras ti^abajado loentalmentbe algunos de eertps pasos 
y huljleras escrlto dlrectamente : " 

- • . (-5)(2x - 5) -6x 

>ensajado que "(-3) por C2x) .e&. Igual a (-6x)", 
y que- "(-3) por (-5) es igual a -J 5". ' ^. * . 

Conjunto de proTDlemas 9-2b • ' f 

1. Efect\Sa las operaclones indlcadas y simpl$f lea cwarido sea 
; poa4.bie : • • 

M:. (a)) ^3-5) (f) 5(3. -.2x) . . ' 

2U.(.a)) ,(g) '1-2) (3x - (-3)). 

i (c) (-3)^-.(-5i) M 2(-3x.3) ■ • 

(d) (-x)|[-2+ 7) a(b - 2) ^ 

(e) (-4)(3-x) . / (j) (-y)(-x - 4) 

2. Bfectiia las operaclones Indlcadas y slmpllflca cuando sea 
: poslble: - • . V 

j[a) (-3)(-a + 2b - c) • / « 

... (b) (-3X + ?y) + 2(-2x - y) * . 

(c) (-2)(a - Z^) + 3.(a - 2b) • 

(d) 4u(2u + 3) -"3{2u + 3) ^ 

(e) ' x(x + y) -*y(x + y) 
^-f) 2a{a - b) + b(a . . 

(g) ^ 3(a - b + c) - (2a - b -^20) ' * 

(h) (-x)(4x - yl + 2x(-x - y) 
(1) a(b + c 4- 1)* - 2a(2b + c - I) . . 
(J) a(a + b + 3) + b(a + b 4- 3) + 3(a + b + 3) 



3. Resuelve: * ' • ' , 

• (a) .5x * 4 » 5. . ' * \, (f) 0.7X + 1.3 = 3.2 + 1.4* - 0, 

(b) ' 2a - 1 » >4a - (g) --x/'-, 1 < 4 - x " , . 

(c) ' -3y » ^ - y - 6^ (h) ^+ 5 « 7a + 4*- 4a - 1 
(<a) -2 - 2y < -1 (1) /.S*- 2.5c < - 3.5 - c 
(e) 4u + .3 > -Su - 3 • 

4. ^ (a) El ancho de un rectangulo es 5 pplgadas raenor que el * 

largo. ^ iCual^es el lapgo, si el perlmetro es de 58 
pulgadas? ■ . - • . 

(b) .31 a up. ni5mero le reatamos 17, T raultlpllcamos el' • 
• resultado por 3, el producto es 102. iCual es ej 

numero? . 4 

■ {c) Un'mae^tro^ dice; "31 tuvlese. en 'ml clase ti;es vqces el 

■ "> 

mimerp de aluinnos q'ue' tengo ahora, tendrla un, niimero 
, nienor que 46 mds de ):o3 que hay". iCuantos estudlantes 
tiene en la clase? ' v 



9-5. La resta en t^rmlnpa de ' Olj^tancla 

Supont'e que preguntemds: / En la recta nura^rlca, jqu^, dls- 
tancla hay desde 5 Ijasta * Si x represent a el n^Jmero de 
unldades en esta dlstancla, en^nces 

5 + X « 8. ^ 

Como hemos yisto, la sdluc!t6n de esta ecuacldn puede escriblrse 
como X =^ 8 - Asl^ podemos Interpretar a 8-5 como la dls- 
tanala desde 5 hasta 8 ^en la recta num^rlca. 



— I — H~1 — rr-l — r — I — I — l-^H — | — h- 
0 1 2 3 4 5 6 t « « 40 W 12 



Pregunteraos' ahora . qu^ dlstancl'a hay desde 3 hasta (-2), 
Sl*» y representa el jiurafero de unldades en esta dlstancia, ^ 
entonces ■ % ^ • ^ _ 



^ C ' - 3 + y = (-2) . 

(-2)^-3 se puede iijterpretar como la "distaiicia desde 5 
hasta (-2), . * • . • 



r 



(- 2) -3 



l ilt — t — H 



H \- 



*2 



-I 



La cantldad 8 - 5 »^ es positiva, raientj:*as que (-2) - 3 . 
es negatlva. iQu^ nos dice esto? , Nos dice, que dl^tancia desde 
5 ' hasta 8 se mlde hacla la derecha, :y desde 5 h^sta (-2) se 
Hide hacia la Izqulerda . Por lo tantQ,. a - b nos da efectiva- ' 
mente la dlstancla desde , b hasta aj es declr, nos da a la vez 
la longltud y la dlrectfldn. . 

Supongamos que nos Interesa, no Ifi dlreocion, slno solamente 
la dlstancla entre a 2; b. Entonces a - b es la dlstancla 
.desde b hia^a a, b - a es la dlstancla. desde a hasta b,- y 
la dlstancla entre a b es la que sea positiva de esas dps 
cantldades. A base de nuestro, trabajo anterior sabemos que ^sta 
es |a ^ b|. \ 

• Por ejemplo, .la dlstancla desde 5 hasta (-2) es . (-2) - 3 
es declr, -5j la dlstancla entre 3 x. ("2) es *|(-2) - 3|, es 
declr*, 5. De Igual mode, la dlstancla desde 2 hasta x es 
X - 2; la dlstancla entre 2 y x es |x, - 2|.' 



1. 



Con-junto de problemas 9-3 
iOu^ dlstancla hay 



(a) 
(b) 
(c) 
(d) 
(e) 



desde 
entre 
desde 
entre 
desde 



-3" hasta 5? (f ) entre 5 

-3 y 5? ' desde -8 

6 hasta -2? (h) entre -8 

6 y -2? (1) desde 7 

5 hasta 1? (j) entre 7 



y 1? 
hasta -2? 
V -2? 
hasta 0? 
y 0? 
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9-3 
2. 



4. 



5. 



6. 



7. 



8. 



9. 



iOw^ distancia hay 

(a) ^ desde x. hasta 5? 

(b) entre x y 5?^ 

(c) desde -2 ' hasta x? 
{ClY entre -2 '-jT x? 



-2^0- 



(e) 
Cf) 

(s) 

(h) 



desde -1 hasta -x?. 
entre y -1 ? 

de 8 de 0^ has t a x ? 

entre 0 y x? 



5* En cada uno de los sigulentes pares de e^qpreslones^ *su8tltuye 
el slgno de InterrogacicSn por uno de los slmbolos " < " » ^ 





" para otjtener un ehunclado clerto. 


(a) 


l9 -.2| 






(b) 






2| - l9t . 


(c) 


.|9 - (-2), 


?. 


9l - h2| 




|(-2) ^ 9 


' 1 


-2| - |9| ♦ 


(e) 


|{-9) - 2 


■> 1 




(f) 


|2 - (-9) 




\H - l-9| . 


.(«) 


|(-9) - (-2) 




-9|. - 


(h) 


|(-2)v- (-9) 


'■> 


-H| - |-9| 



Escribe un slmbolo entre |a - b| y |a| - \t\ para obtener 
un 6nunclado que sea cierto para todos los n-dmeros reales a. 
2_ b. " Haz lo mlsmo para |a - b| y |b | - |a|5 para |a - b) 
y I la I - lb 1 1. 

Describe los enunclados obtenldos en el problema 4 en t^rmlnos 
de distancia en la recta num^rica. . i 
iPara qu^ dos nuraeros x en la recta num^rica es cierto el 
sigulente enuhclado? * . . 

• |x 4 1 = 1 • ' 

iQudl es el con Junto de validez del enuneiadoj 

|x - 4| < 1? * 

Construye la graflca 'de este c'onjunto en la rectavnuia^rica. 

iCual es el conjunto* de validez del enunciado, 

"* ' 'I .I ' ' ■ 

X - 4 > 1? 



Construye la grafi9a del conjunto de validez d.e 

X >.3 y X < 5 " 
en ia recta num^rlca. iEs este conjuhto Id^ntico al conjunto 
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to. 



11. 



♦12. 



de valide^ de |x - 4| < 1? (Acostumbramos escribir v, . 
"3 "f x < 5" en vez del enunciado "x > 3 y x < 5"0 
. Determina el conjunto de validez de cada una de las sigulentes 
ecuaciones y representa grifiaamente cada uno de los cbnJuntoBJ 

(a) . |x- 6| ^ 8. . ■ ' ' ' ^ 

(c) 
(d) 
(e) 
(f) 
(g) 



y + .| -6 1 -^s: 10 
10 - a| = 2 

X 
V. 

y 

X 



< 3 

> ^5 

+ 12 = 13 
- 81 < 4 



(Lee esto as!:' La distancia'entre x ,y 



+ 12 =? 6 
- (-19)1 = 



z 

X 

|y + 5| = 9 



8 es menor que 4. ) i 



(h) 
(1) 

Para cada enunciado ,en la columna dd la izqulei^da, escoge el 
enunciado la columna de la derecha que,tenga el mlsroo con- 
junto de validez; * ' 



x| = 3 X a -3 "y 

^ )x j "« »3 V X B .-3 o 

jxj < 3 X > -3 y 

|x| > 3 X > -3 6 

|x|' > 3 - X < -3 y 

|x| -f 3 X •< -3 6' 

|3f 1 t 3 " X < -3 6 

Juan y Rax5l salen en jDiclcletas desde un punto marcado con 0 
en una cai4?retera recta. Juan corre a'^»1p raillas por hora y 

Raiil a 12 inilleLS por hora. Halla la dlstancia entre ellos 
al^cabo de 
(1) 



X = 

X a 

X < 

X < 

X > 

X > 

X > 



3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 



3 horas, '' (2) 1^ horas, " (3) 20 rainutos, si 

(a) Salen al mlsmo tiempo desde la marca 0 y Juan va hacia 
el este y. Raul hacla el oeste. 

(b) Cuando aalen, Juan se encuentra a 5 mlj,las al este y 
Ra\5l a ^6 mlllas al oeste de la marca 0,,y aiabos^van 
hacia el este. 
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^, \; ^ (c)* Juan sale desde Xa marca 0 y va hacia $1 este. Raiil 
\ sale 15 mlnutos mas tard^, tambl^n desde la *maPoa 0,. 

y va'hacla el oeste. ' 7 

(df) Ambos sal en al, mismo, tiompp: Juan desde la maroa o\ y 
* . va hacia 'el oeste y Raul desde 6 mlllas al oeste de 
dlcha marca y tambl^n va hacia el oeste. 



9-4. La divisidn ' " ^ 

Recordards que definiraos el restar un numero como el suniar . 
su opue'sto : . , . " . 

\ a- - "b = a + (-b). 

\En otras palabras,' derinijiios la resta en teminos de la suma y el 
. inverso* aditivo. - ' 

Puesto que la relacidn entre la dlvisi<5n y la multiplicacidn 
es casi la misma aue la que hay entre la resta y la suma, .podriam<^s 
esperar que la divisidn se def ina en terminos de .la multiplicacldn 
y inverso, multiplicative. Esto es exactamente lo que hacemos. * 

Para dos nuraero's reales cualesquiera, a y b 
- t (b?^0), "a dil^idido por b'^ significa "a 
raultiplicado porel reclproco de b". \ 

Utilizaremo^ el simbolo para indicar "a dividido por b*'. 
Este simbolo no es nuevo. Lo has utilizadp . como una fraccidn* 
"papa indicar divisidn, Asl, pues, la definlcidn de la divisidn 
es: ^ 

f = a . 1, (b/;0). 

Como en la arltm^tlca, llamaremiDS a "a" el numeradop y a ^ 
"b" el ^denomlnador de la fraccldn Cuando no haya posibilldad 

de conCusidn, llainaremos tambl^n numerador al nilmero que ^^a" re- 
presenta y denomlnador al numero que "b" rdpresenta* \ 

A contlnuacidn aparecen algunos ejemplos de nuestra deflni- 
oX6n. El simbolo -g- se Interpreta como 10 • 6 5; e igual- . 



mente qulere decir 5^~j~j, 6 5(5), 6 15* 
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iEst^ de acuerdo esta definlcldn de la dlvlsl6n con* las ideas 
que acerca de . ella teneraos en la arltm^tica? Por. ejemplp,. una ^ 
manera elemental de referimos a 4r es preguntar, "^qu^ nUmero 
raultlpllcado por 2 da 10?" Como 5 • 2 b 10, entonces .-^=5. 

iPor qu^ en la deflnicidn' de la div.isi6n.se impuso 1^ re- 
stricci^n, "b y^^O"? Debes estar prevenido contra el tratar inad- 
vertidamente "^e ef ectuar la operaclon imposlble de divldlr por 
cere. " 

C on Junto de problemas 

para los slguientes: 
^ 10 * 

^ . ■ V ■ ' "5 

4 , -Sb 



Escribe nombres corrientes 

1 -2^ > 7. 


2500 
1 


. ■ 8. 








9. 


6. 

-> 





11. 



12, 



X 

y 



Corapieta los isiguientes enunoiados mentalmente y coraparalosj 



-41= y-' -18 = 6( ),, ■ , • 

^Ly, 2y y 6y « 2y(%). * 

iC^^ te sugieren estos ejemplos acerca de la relacidn entre la 
gnaltlplicaci<5n y la divisi6n? 4E3 el slguiente teoreraa compatible 
con tu ^xperiencia en la aritm^tica? 

Teorema 2:4 . Para b y 0,. a'= cb si y solamentfe 

, , si ^ « ^ 
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Es decir, a divldido por b es el niSmero que multlpllcado por 
b da a* Qompara esto con el teoKema 9^1 aflrma que b 

"-Srestado de a es el numero que sumado a b da a» 

/ . De nuevo, para demost^'ar teprema en que Interveriga la 
condiclon "si y solamente si" tenemos qvie demostrar dos cosas. 
iPrimero, hay que demostrar que si § = c (b V O)* entonoes 
a = $b. EL hecho de que desearaos obt^ner cb 'en el miembro ^ 

* derecho de la. acuaclon nos suglere dniclar la deraostracidn multi- 
plicando ambos miembroB » de . s= c" por b. ^ 

• Demos tracitSn , Si § =■ c (i> 0), pntonces - , 

- . • (• a • ^)b ^ cb,-^ ^ 

" a • 1 = cb, ■ . • • 

" a ss cb. • 

Segundo, hay que demostrar qye si a^ cb (b ^'O), entonces 
^ tr: c» Esta vez, el hecho de que no deseaijnos que b aparezca * 
en el lado *derechO suglere inlclar la demostracldn multlpllcancio 
J ambo3 miembros de "a = cb" por Esto *es p^^ible puesto que. 

bVo^ V ^ ^ ; ^ \ ) 

Demostracldn ^ ^ « cb (b / 0), entonces 

1 1 
. ■ ' ■ ^" • F = ^^^^ 

1 

Justif ica cada uno 'de los pasos en las demostraclones anteriores. 

»La segunda parte de este teorema concuerda con el metodo 
acostumbrado de comprobar la division multlpllcando el coclente 
por el dlVisor, . . v ' » 
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La propiedad wuitlplicativa del .1 es.tablece qu,e a « a( 0 
para cualquier ntiraero real a. Sl/.a esto le apllcamos el teprema . 
9-4. obtenemos doe' casos especlales conocidos de la divlsidn. -Para! 
cnJalquler nxJmero real a, * ' 



= a. 



y para cualquler nilmero real a, dlstlnto de 0, 



a * 
a-= ^* 



Con.j^into de pr^ablj^emaa g-^b 
1 . Demuestra que para cualquler mSrner© real a. 



2. Demuestra que para' cualquler numero real a, dlstlnto de cero. 



a ^ 



5.. En ios siguientes problemas efectiia las divlsiones indlcadas y 



compru^^alas raultlplicando el coclerite por-el divisor; . 

(1) # 



•(a) 



(c) 



-200 

(d) 2^ 



(h)' ^ 

5 

(1) - f. 

-t 

28. 



(m) 



(o) 




4. iQu^ puedes decir -acerca de . • ; * 

5. Cuando dlvldimos un numero posltlvo por un nilmero negative, . 
iobtenemos uncoclente po%itlvo o negatlvo?v iY al dividlr 
un n\5mero negativo por uno posltlvo? 6^ si dlvldl^ramos un 
numero negativo por /Un n\5mero negativo? ^ ' , , 



i 
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15. Halla el con|unto de valWez de cada una de las sigulentes 
ecuaclone^:/ ' : . . . . 

■ \ {b) -6y « 42 . ' . * 



. s ,(e) 42yx= 6 ■ ' 

T: . it) 42y^ ^2 . ■ • ^ 

* . tg) 6y.«43'- : . (1) 5^^^^ : ,. 

7. Halls^ el cpjijunta \de valiTdez 'de cada una de las sigulentes 
■■£1;, ^ . : ecuaclonesj, > , , X 

. • . Ca) 5a '- 8 = -53- " . , . • 

■ " : (b) |y + 13 « 25 - ^ ^ 

* (c). xi .3Px.= 6.50 t 

*. ' (d) n + (n + 2), 58 M . ' 

. ; (e) \^«-^.-+ 4^ ^ , . ; » 

8. ,S1 seis veices un minjero se. dicoiiiinuye en 5, el resultado es 
' ■ ..-3.7' Halla ei numero*.. ' ' 

9. Si a .dos tercios de un niSmero le sumamos 32, el resultado" 
. , es " Jo.. iCudl es el numej^o? , 

' 10. Si se necesitan |^litiras de -az\Scar para hacer un blzcpcho, 
. - , icuantas librae 4e aztloar se necesitan |>ara haeer 35 * 

^^9l^cochos para un banquete al cual asistirdn 320 personas? 
11. Un rect^igulo es 7 veces%ds largo que ancho. Su perlmetro 
es. de 144 pulgadas. • iCu^t^es el ancho del rectdngulo? 
\12. I»a edad de Juan es tres veces la de Ricardo. Hace tres aftos ^ 
' la^sjumaftde^^us edades edad tlene cada.mo 

sJiora? ' " . ■ • 

♦ ■ „ . . ■ 

. * 13. Haila^dqs enteros pares qonsecutivQs cuya suma "sea * 46, ' 



♦ « 
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14» Halla ctos ente&s positivos irapares consecutlvos cuya suma^sea 
» menor ,que o Igual a .83. ♦ 

15. ^En'una venta especial con descuento de 20^, una sUl^ fost<5 
'450.' precio «tenla la silla antes de la venta especial? 

16. Doa ti'enes salen de Ghicagp al mlsmo Ulempoj uno via;Ja hacia . 
• el norte a 60 millas por hora y el otro hacla el sur a \ 

millas por hora. ilJespw^s de cuantas horas estaran a 125 
millas uno .del otro? . 

17. La mi tad de un n^raero es 3 unidades mayor que un sexto del 
' ' numero. iCual* es el n\Jmerb?' • 

18. Maria compr^<5 15 sellos de t.res centavos y otros de cuatro 
centavos. Si pago ^l*^ por to do s los sellos, ile co"braron 
la. cantidad correcta? 

19» Juan tlene 50 monedas, algunas.de cinco centavos, otras de . 
^ dlez y otras de un cert'tavo. El^n\jmero de monedas de diez cen- 
^;avo3 es -"A mds que el de las de un centavo, y el mimero de 
monedas de cinco centavos es seis'kas que el de las de diez 
centavos. Guptas monedas tlene de cada claae? ^Cuanto 
' ' dlnero tlene? 

20. - Juan, que esta ahor3?ando dinero para coraprar una bicicleta, 

dijo; "En cinco seraanas tendr^ ^in dolar; mas que*tres veces. 
16 que tengo. ahora. Entonces tendr^ suficiente dlnero para _ 
comprar mi Mcicleta". Si la bicicleta cuesta 476, icuanto 

tiene Juan ahora? 

21. Un avion que vuela'a una velocidg^ media de 200 millas por 
'hora (cuando no hay viento) es retardado por un vlento de 

frente y tarda 3^ horas en completar un vuelo de ^630 millas. 
iOual'es la velocidad media del vlento? 
' 22. La suma de tres enteros positives consecutivos es 108. Halla 

los enteros. * . • 

'-'23. La suma de dos enteros po si' tivos" consecutivos es menor que 25. 

. - Halla los enteros. - 
*24. Un fabricante de jarabe prepard 160 galones, con un valor de 
' 4608, mezclando. Jarabe de meple de a ^2. el cuartlllo con 
Jarabe de maiz de a 60^/' el cuartlllo, ^Guantos galones de 
«cada clase utilizd? ^ 
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25. Muestra que si^ el'cociente de dos nilmeros* reales es positlvb, 
el pjroducto de los n\5meros es tambl^n positive, y que 'si el 
, . codente es negatlvo, el prodyoto es negative. 



Nombyes corrlentes . • ; 

En el capltulo 2 conslderamos algvpos noinT)res especiales 
para los nnSmeros raoionales, que son en clerto sentido los nombres 
mds sJjnples para estos niiraeros, y los llamamos "nombres corrlentes"^ : 
Dos detalles partlculares acerca de coclentes indicados eran de 
Interns: a."*^" no le llamamos "un nombre* corriente para "cuatro", " 
porq^^e "4" es m^s senollloj andlogamente, no es un nombre 

corriente para "dos terclos" porque "|?' es mas sencillo. bbtenemos; j 
estos nombres corrlfentes enqpileando la propiedad del 1 y el teo- ^ 



rema ~ » 1. 

^ 20 4 



^' . ■ / / ■ 

iJPor otra parte, no se pueden sljnpliflcar ?n^s. " 

En ei e Jemplo 4ntt^or, ique nos permitid escriblr . | * 1 

como ijC-^)? Esta prdctlca aia^iente en la aritm4tlca se puede 

demostrar j)ara todos sLos njlmerofejy reales. ' 

Teoreaoa 9'-*5» Para cuatVo mimeros reales cualesqul.era 
a, b, ,c, d, -si* b / 0 d ^ 0, entonces • 
^ a 5 lac 

D emostraoldn . |»-. | = (a • ^)(c • g-) (^Por qu^?) 

> 1 ' ^ 

= (aG)(^f ^) (iPor qu^.?) 

^= ^^°H^) V Teorema 7-8d 

' *H (iPor qu4?) 
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EJegylo 1. Slmp3.lf3.oa • 

^ 0 > . ISck ^ llf^K POP las propleaades asocia- 
V ; . Satoy Sy^ab} tiva y conroutatlva, 

\ « . teorema 9-5, . 

- . ' " • ■ ^~^"T~T, pbr"Tsrp"iHi>p^edad ~^d€X~n:^ ^ 

EJeniplo 2. 3iJnpllflca ^1 (Nota: Cuando wrlbtoo? esta 

\"' *^ — - 2^y - frase, suponemos automat ica- . 

* ' * mente que el dondnlo de y* 

• , ; ; excluye *a 1. ^Por q=u^?) 

■ #4r=4||-^' , Po- la propledaa ai3trlt«- 



( y 2 \) » vov el teorema 9-5, 



« ^(1), toda vez que I « 1, (aqui a»y r 1) 
^» |. , por la propledad.multlplicatlva del , 1, 

"cuEOido .adquleras mds experlencla, Indudabletaente tu agUldad mental 
te -pe.rmitlrd om:itlr algunps d^ estos pasas, 

E.1emplo 3. Slmpllflca t ^) ^^^^ " ^^^u - 
. JPor la deflnlcl<$n de resta, * 

• - 'f2x:4. 5) - (5 > 2x) „ 2x 4- 5 - 5-•^ 2^ - , 

•f- -e '-o • • . 

= i por la propledad raultlpll- 
' ■ ' catlva del 1. 



lioa numeraies _f "f y - f son to,dos norabres del mismo 
niXmero y todos parecen Igualmente senclllos, pero el \5ltimo de 
~6lXo8"es el iiombre-eoi*s?i^nteMiue »e-ac«pt«^ 
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■ Conjunto de problemas 9-5 
1. Hemos empleadp la propledad cuyo enunclado es; para los 
n\Smeros reales a^ t, si b ^ 0, entonces 



-a - -a- 



...a... 



Demuestra este teorema. 

Simpliflca las expreslones que aparecen en cado uno de los 
slgulerites probleraas: , 



2, (a 

5. - (a 

4. (a 
(b 

* (c 

•5. (a 

6. (a 

- (b 



12 

T 

12 

n • n 



-n 
n 



n 

2, 



2x - 4 " 



• 2(x ~ 2) 
-3(x ; 2) 



xy + y 
X + 1 

- y 

X - 1 



8b - 10 

4b - 5 ■ 

8b - 10 

5 - 4b 



(c) — 



2(x - 2) 


3(2 
2X - 


- 

* 

4 


6 - 


3x 


xy + 


y 



y 



(d) ■ 



10 - 8b 
1+4(1 - b>' 



i 
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" (a) ^^-^ M —3— 



3 








2y - 




2a - 


^2 
a 


. a 




2a - 


2 
a 


—a 










6' 






6a^b 
a * 




ea^b 





10. (a) . : (0) ^. ■ ■ 

.1?. (a) • . : 



9-6. Pracciones ^ .. 

- AjT comlenzo de la secci<$n 9-5, , recordamos dos convenlos rela- 
tives a los nombres corrientes, que hemos estado utlllzando^desde 
el capltulo 2: TJn nombre corrlente no contlene dlvlslones Indlca- 
' das que puedan efectuarse, y si contlene alguna division Indlcada, 
la fraccldn resultante debe estar en su "esqpresldn minima". Luego, 
en la m'israa seccldn, estableclmos ot^ro convenlo, ^ste relative a 

bpuestoa: -iii«©#erlmos.«fi'"brlblr - f a escrlblr cualquiera de los 

• otros nombres senclllos para el mlsmo nxiraero, _f. 

Volvamos a los convenlos e^ceg^ca de fracclones. En este curso 
una "fraccldn" . es un slmbolo ^ue Indlca el coclente de dos ra^merbs. 
Asl. una fraccl6n contlene dos nuraerales, un numerador y un . 
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denomlnador, Cuando no haya posibilldad de confusidn, eraplearemos 
la palabra "fraccion" para peferlmos tarabl^n al numero -tolsmo qae 
esta representa*. Cuando haya alguna poslMlldad de confusidn debe- 
moB volver al slgnlflcadt) estrlcto de una f;i!>accldn coroo un. numeral* 

En algunas apllcaciones. de la matematica/ $1 niStaero repj?e- ' 
sentado por ^ se llama la razdn de p .. a q. A lgunas veces 
usaremos tambl^n la palabra razdn al ref erlrnos al sfmbolo que 
Indlca un cociente. 

En la seccldn anterior utllizamos el teorema 9-5 para 
escrlblr una fraccldn como el producto Indicadovde dos fi*acclones. 
Por egemplo, escrlbimoa • * 

« .V . / 14 2 



i 



Apllquemos ahorsi: el teorema ^-5 en j^a "o^ra direccldn" p6a?a 
escrlblr un producto Indlcado (^e fracclonea' como una sola fraccldn. 

IBJemplo 1. Simpllflea ^ ♦ ^. ' f 



.5*6* 
Por el teorema 9-5, 



"it* 



Algunas veces utllizamos el teorema 9-5 de las "dos maneras" en 
un problema. 

14 



EJemplo 2. Slmpllf lea (^) (■^) . 



(^Por qu^?) 



porque 14 = 2 
y 9 » 3 

= f I- jl : I] (iPor qu^?) 



7 
3 



por el teorema 9-5. 

por la propledad 
del" 1. \ 



. ^ OonWto de pro'blemag 9 -6a 

^Slipplificia las e'Q)resiones que aparecmi en los problemas 1-10: 



n I \ ^ ' 21 ^ ^ „ 

2. (a) y * > ^ + S 



.(b) ^. ..^ ^ ; . (d) 
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3- (a) (-2,)^/ f • (:|y \ 5 

4. (a) i - i <=).^- X 



n n 



n + n 



■(a) f • 5 . f 



6. (a) f -I , . 

7. (a) (4a?) (|) • (o) W|) . . 

r (a) J - . («) It'' * 2) 

• (t>). 5 • 4 ^' 
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^ ' S n + 3 

(a) ^ + y . ^ 



10, (aX^?^ -^^ ; . (t>) 2a^^'. . ; 

11, . iSe puede representar todo numea^o raclonal por una fraccltSn? 

iRepresenta toda fraccldn u2i.mlimeyo raclonal? 

12, En un -coleglo la razdn del mimero de prof esores al de es 
diantes es iCu^tos profeaores hay, si el n^mero 

> ;estudlan.ties es ^197? . \ , " . 



15. Las ganancias que se obtengan de un espectdtsulo eB,tudianittl 
est&i asi-gnadas a doa fondos para ."becas en la razdn <ie 
Si el fondo al oual se aslgnd m^s dinero realbld' '^387,: , 
icudnto reclbld el otro?*^ ~ • . 




- > 



Podemos e^;mnclar 3,i>-^^jie^emos hecho liastq^ ahora ^ otra 
manera. - TJn producto de dos coclentes Indlcados ae guede esorlblr, 
slempre como ;un cooiente indlcado. Asl] podemos slii5)riflcar 
slempre una f rase que contlene el producto de- varias "^f racclones 
escribl^ndola como una sola fraccldn. ^ Sin emtfergo, ^1 en una 
frase apiarecen varlas frabclones, ^staa se podrlan sumar, res tar 
o dlvldlr. En esta seccldn veremos q,ue en todos-estos 'caaos, 
podremos encontrar slempre para representar el mlamo niSmero, otra 
frase con una aola dlvlsldn Indlcada. Podemoa, (ues, enunclar 
otro convenlo mdlB acerca de coclerftea Indlcadoat Nlng\5n nombre 
corriente de un numero contendrd mda de una dlvlaidji Indlcada. 
Aal, la instruccldn I'sln^llflca" Inclulrd slempre la, idea: 
"eraplea las propiedades de los n\kieros reales para hallar otro 
nombre que contenga a lo aurao una dlvlsldn Indlcada". 

La claye p£a?a sluipliflcar la suma ,de dos fracclones es em- 
plear la propledad de^ uno para obtener denorainadores Iguales. 

» ■ " ' S " ■ 
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2L.+ £i |{.i )/p6r la pr<a)ledad del 1, 

^" - ^ + f~ por el teorema 9-5» 

' , . • . > » , ^ ' , . 

. - ( 5x -¥ 3y)-5i-# po^:" la propledad dis- 

• • * • • ■ •■ trlbutiva, . • 

■ ' « SL_t-M por la deflKLcltSn de 
' • i5 dlvlsldn. . ^ 

De nuevo te Indlcamos que pronto aprenderds a oinitlr algunos de, •• ' 
estos paBos, * 

Con.lvinto de problemaa 9-6^ ' - .. 

"ajjmllflca las expreslones que apareoen en los problemaa 1-6: , 

. (b) -i;!- , (0)- 

' 7. Demuestra que para tres mlTneros reales a, b y c (c ^ O), 

a a. ^ « a + 




4. 



♦8» Demuestra que para cuatro n\imeros reales a, b, c . y d." 

9» Determina el conjunto de validez .de cada uno de; los slgulentes- 
en\jnclados abiertos; • , 



10. 
Il- 



ia, 



fx. 



Ejemplo . ^ - 2 = 
Es posible utillzar dos ptrocedimlentds dlstlntos : * 



9 



"* Six 

5 = 2 



9 ^ 



/ \ 1 • 1 

(a) Tf-y + 3 =. -^y 
(d)^ ^ = Ix + 8 



,(|- 2)9 .= (|jc)9* , 
5x - 18 = 2x 

V 

X a VS , • 

♦Multlplicamos por 9 por- 
que sabemos que asf la 
ecuacl<5n resultante no 
contendr^ frac clones. 



(e) |x = 35 



a 



1 



41 



3-^- a 

(g) 3|«5| + 8 = ^Iwl + 

(h) -'3+ |x-3(<f|"„ 



La suma.de dos mJraeros es 240, y uno de los mimeros ©s i ^ 

* • 5 

,del otro. Halla los dos n\5meros. 

El numerador de la fraccidn ~ se aumenta en una cantldad 
X. El valor de la fr^icGidn resultant e es |^. ^En qu^ 
cantldad se aumentd el numerador? 

^ de un ri-dmero es 13 unldades mas que la mi tad del n\5mero. 
iGuil es' el nilmero? , , - . 
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13. La edad de- Jos^ ea j de la de su padre." De aqul a 12 aHos 
Bu edad sera la mitad de la que tendra su padre entonces. jQu^ 
edad tiene Juan? iQiu4 eda<^ tieAe su padre? 

14. La suma-de.dos enteros posltiyos es 7 .7 su dlferencla es 3, 
iCudles*Bon loa raSmeros?" ij^uil es la suraa/ de los recjtprocos 
de eptoa nui^eros? ;.Cu^l es la diferenbia de los. reclproco a ? 



15. , En \m embarqueMe 800 radios, ^ de Iqs radios estaban 
■ .defectuosos. En este embarque, icual es la rassdn de- los radios 

^efectuo'sos a -los radios no '"defectuosos? " *, ' 

16. (a) jSl k Josd le toma 7 dlas".p?.ntar su casa, ^qu^ parte del," 

trabajo podrla hacerj en'un'-dla? en d dlas? / 

(b) SI a Roberto le toma' 8 dlas plntar la. casa de Jos^, iqu€ 
parte del trabajo'-podrl^ hacer en un dla? iY en d dlas? 

(c) Si Roberto y Jos^ trabajasen Juntos, jqu^ parte del tra7 
baj^o pbdrlan hacer en un dla? en d dlas? 

(d) TJtlllzando las partes (a), (b) 'y {c) . como referenda, 
• ; traduce el slguiente enunolado ablerto a un eiiunclado 

, ilnguistico: • * * 

• • Bespeja la d en este enunclado ablertp. ^^Qu^ representa 
d? ' . ^ ^ ' ' 

(e) iQu^ parte ^del tra^jo podrjan, hacer- Roberto y Josd en un 
" dla, si ti^abajasen junjips? 

^)7. En agosto 1° un equlpo de^isbol habla ganado 48 Juegos y 
perdido 52; y le quedabari ppr celebrar 54 Juegos. Supongia- 
•mos que para ganar* el^banderjn deben terrainar con un pToi%e6±o 
de por lo menos .600.' ^Cuantos de los Juegos que le faltan 
:. • deben ganar? i,C\iil es el proraedlo raas alto que pueden alcanzar? 

* iX el mis bajo? . , 



Una propledad clave para simpllflca*' el producto ;indlcado de 
dos f racciones es el teoTema 9-5j y.una propl-edad clave para slra- 
-^ilf loar la sumar-lndloada de dos f racclones es la propledad del 1 , 
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Cu^aado trabajsanos con el tvociente Indlcado de dos fracclones 
tenemos varloB procedlmlentos' altematlvos en loa que Intervlenen 
estas propledades. Conslderemos un ejt^plo* 



E.1eiiaplQ 4. Sl»5)llflca 



M^todo 1. Apllquemos la propledad del 1, y conslderemos a 1 
como $» (A medida que proslgamos el trabajo, verds 
• por que escQglmos 



I X 6 . ^ • . 

10 » 
■ = -V, por nuestro *rabaJo anterior con la 

-multlpllcacldn.^ • 

■ > 

M^todo 2. Utlllcemos, la* propledad del 1, y . conslderemos a 1 

. -como Escogemoa el 2 porque es el reclproco de 

■1 ^ • 

■ - - T ■ : ' ■ ^ 

Entonces » 

10 



— 4— < el numerador segun nuestro traVaJo 
anterior 

el denomlnador por.haber escogldo 
el reclproco de -g-. 



M^toclo 3. Apliquemos 'la deflnicldn 4© la dlvlsldn.* 



i 



. ■ ^ ■ • .' 

* ^ ^ *(2) puesto que^ .^^s^Y^^^tw^^ — 

* m • ' "St 

• " « por nuestro trabatfo-^terlor con ; 

la.multlplloacldn.^ ^ ■ . 

De estos m^todos puedes apllcar el que creas mis cc^yenlente con 
tal que (1) entiendas slempre lo que estis haclendL y (2) no ~" 
reclbas instrucciones en contrarlo. 



Conjunto de problemas ^-6c , 
SlB5)llflca la expre^l^n que aparece en oada uno de los slguientes 
ejerciclos, utlllzando el procedlmlento mds 'adecuado: . 



/ 



• i. .:4- • - " ^ 

2; ^ " 8. ' 1 



. ' . a - t) 

• -4 , 



4, %^ ' ' ' — ^ — — 

.•" * ■■ ' \ ■ ■ ■■ X + 8 

c 12 * >v 11 g 



11 ' ' . \ 3cy + y 

6. JtL,;JI ^ ■ 12. . ^ » 
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•l^-t*» 9-T." Bem»^ ::■-/■•■:.:'•:>.;-":* ■ ' - V. ^ 

' ' • Deflnlcl<Sn de la ^esta t Para^ restar el-rnUmera real- ' to del ' ' " 

; V / : i»|j|ie«j 3?eal a, ' s«ma/"e»l ppueat<Q. .de b al. pme«^3 a. . . ' ' " . 



!Peoreina 9~U Para tres riiSmeros res^^^k^. cu^aesquifer^a ^> 
a> b,+-c a^L y 90i abente >si • a"~b= cil* / , - . 

ConvenlQ : ,a - b - c « V+ f -b) »«+ f-c);^^^^^^^^ v ' - . - -'^ . 

En la recta nunnlrloa. *. . , • , 

a - b es la difitaacla* desde Ij^asta^ Ja. " 
b - a ee la dlsisancla desde a \asta b, ' • * 

la - b| es la dlstancla entre a " y b,. 

Deflnlol<$n de la division ; ^ Para divldir »un Bi5ttiero real ^ 
^or. un n\Smex!Q real b| dlstlnto de cero, mult<4.pllca. a* por 
e3^ recfproco de ■ b. ' <. ' 



Teobema g^-^* ^ Para tres n\j[meroa reales . cualesqulera^ a, b, :c> 
. donde .* b / o, a W cb si y solamente al c, . . . 

. \ Teorema 9-*5 .' Para\cuatro.nttaieroB i^ales ciualesqulera a, b, 
'c; d, si b ^0- y» d / ' entonces 

■ , • a c *ac ■ •' * ■ . ■ . ^ 

. Si. 'loi'ftbre mds senclllo ^ara un ntSmero : ~ • 

No debe contener operaclones lndicadas que puedan 
- . : efectuarse, ' • * 

(2) No debe oojgttener en nlnguna dlvlsl<5n Indlcada factores 
coraunes al numerador y al denopiinador. 
J (^) I)febe tener la forma - con preferencla a ^ ^' f^* 
^ ■ (4) Debe contener a lo mds una dlvlsldn Indlcadav 
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• . - ■ Problemas 4e "repaso . » 

1. iCu^les de las, 8lgM|.eiites ea^reaiohes' clenotan un ii\5mero re'al? 
* Para ca4a una escribe, Talen eJ, nombre corriente deX n\5mero o 
la 'ra?^5n por la cual no repre^enta un n\imero. * 

(a) ^ ^ is) 41 

(c) 5 - 0 ^ * - (f^) 5 + 0 • " (1) 8* - 2 - ^ 

Z» En cada -una*^ las slgulentes expreslones ooloca ^par^ntesis 
para- obtener "un enunclado clerto; 

(a) 5 -5 - * (d) 7-6-2- -1 

(bf '5* - 5 • ¥ -50. " Ce) 5 . ? - 2 • 5 = 0 

(c) 7/-- 6 - 2 ^ (f) ^ * 2 - 2 • 5 « 20 , • 

3. Halla el vaio3^ de ,1a frase^ b^ - 4ac, jj^ra cada uno de los 



slgulentes: 

' -(a) a =• 2, (rl), 'c « 5 (d) , a = 1,65^, b « 2, c = 0 

. . (b) a- 5, b =,!6.,'c ^ (-5) (e) a = 5, b « 0, c ^ -5 

. (e) a « 1, b « (-3), c = (-2) (f) -a = |, ^^i"* c = - | 

•if. Dada la fraccldn* § 3 icudl ea el ilnloo valor de. x para 

el cual la fraccl<5n no representa un numero real? 
. 5. Empl^a la propledad dlstrlbutlva para escriblr las slgulentes 
, eaqpreslonfes como sugmas indicadas: 

■ • (a)* (-3)(2x + 1) . • (e) 5a(a + 2b - 3c) 

■ (b) ab^(a^ b) , ih (x --3)7x2 . , 

{c) m^(m t 1)- ' J ' ' (g) (2x - 3y)(x + 4y) 

' . (d) -(3x - 2,y) ' " (b) C2a. - 3b)2 

6. Re§uelve los slgulentes emnclados i 

• ' (a) 2a - 3 a + 4 ' . (d)' .|-'|<| 

(b\ 73C + 4 + (-x) - 3x - 8 ie) + f - ? 

(c) 6m.i 135 (f) -5|x|<"6 ' * • 
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7. -Si TP cle un n\lmero^aumenta(3Lo en ^ ^el mlsmo nilmero es 

. menor que el n\jmerb dismlniuido en 25, ictidl es el.niimero? 

.8, Halla «a proinedlp. de l.©8 slgulente^ 

9, Muestra que y < A-J3]0ai^ clertoa. — 

Luefeo, seaala por qu^ reconoces Inraedlatamente que ^ 

\3 clerto. . , 

♦to. Un mercero -vendid dos camisas a 1^3.75 cada .una. En la' 

prlmera perdld 25J^. del costo y en la segunda gan<5 25?^ 

del costo. iCu^l fue el resultado neto de estas ventas? 
.11.. SI y = ax + "b, donde ^ a /*0, determlria un enunclado equl- 
<^ valente pargt x en t^i»mlnos de/ a, b, y. j 

12. ,E1 alio pasado el costo de las bolas de tenls era d dtSlares 
la docena. Este aHo el preclo es c centavos por docena 

, mds alto que el del aflo pasado. iGu^to. costard media 
docena de bojas al nuevo preclo? ^ / >, 

13. * Halla el conjunto de valldez de oada una de las slgulentes 

ecuaciones: <© 

(a) (x^ l)(x +-2) = 0 • (d) (2m - l)(m -2) « 0 
• * (b) ■ (y + 5)(y + 7) «= 0 (e) ,(x^ + 1)3 = o 

(c) 0 = z(z -*2) (f) (x - 3) + (x - 2) = 0* 

14. SI § = g-, donde a/b, c, d, son riilmeros re^es y b / 
d / 0, 

(a) Demuestra que ^ad = be. . ' 

(b) Denruestra que, si c 5/ 0, entonces f- = ^. 

(c) Demueatra que, si a / 0, c / 0, entonces ^ = 9* 
•.(d) ■ Demuestra que ^ ^ = ^ ^ ^ . 

15. Demuestra el te<^rema: , • 

•Si b ^ 0 y c 0, entonces,.^ = |-, 



16, 
♦17. 



a* 



Denmestra eX teoremat . . 

Si a 0 y b / 0, .entonces 
■ • ■ • ' ■ ■ . • ' S 
Dados el conjuntQ {1, -1, 3, -j) y la slgulente tabla de 
raultipllcar: \ . ^ , * 

* Segundo nuraero, • 



s 



X 




. -1 


5, 


-3' 


1 


• ■'•i 




J 




-1 


• -1 


X 


. -J 




. J. 


J ■ 




• . -1, 




-J ' 


-i 




1 


-1 



(a) i'fes el conjunto cerrado respecto de "la multlpllcaol6n? 

(b) Para'loB casos (-1, j), (j, -j) y " (-1, -j), verlfl'ca . 
que esta raultlpllcacldn es cormiutatlva. ^ , ; 

(c) Para los casos . (-1, J, -j) y (l, -1, j), Vferlfica que 
esta multlpllcacldn es asoci|itlva. 

(d) iSerd clerto que a X 1 = a, si a es cualqul'er elemento 
de (1,. -1, j, -J)? 

(e) Halla el reclproco de cada elemento de'este conjunto, 

SI X es un mlembro no espe-olficado del conjui)to> halla 
los conjuntos validez de los sigulentes enunclados, . ' « 
tiaclendo uso de la pregunta (,^): 

* ' ' **** 

(f) Jxx = 1. . '(h) J^«>^x= -1. . 
(Is) -J X X = j. (i) X x^-1. 
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• . . . OTICE ALPABOTCO 

I<iB n\Snieroa Indloan las .pa^ . 

a ouadrado, 44 ^ • 

aaoclatlva ' *- . . 

V* ppppledacl * ' ' 

. ae la multipMcacldn, 27, 71, 155, 202 * 

^. « de la suma^ Zk, 71, -130, 1^1, 201 

cardlnap., iMlbnero, 2 • » • « 

, oero, ^" ; ^ 

no tlene reclproco, t75 . . . 

proi^ledad adltiva dieX, . 51, 72, 151, 1 41 * 
. propi^dad multlpUcatlva del, 58, 72, 146, 151, 1 
claupui*a » 

. propiedad de, 17, 61, 71, 201 
cooiente Indlcado, 2j4 
coiofparacldn 

propiedad de, 105, II6, 185, .202 
conjxmto, V , • ■ 

de soluclones, 134 
. de valldez, 45, 56 . ' 

eiemento de, 1 . 
finite, 5 

Infinlto, 5 ' ' 
mlewibro de, 1 

nulo; 2 . ' ' 

yaclo, 2 > , 

conmutalrlva " . * 

propiedad ^ 
. . de la multlpllcacldn, 28, 71, 146, 151,. 201 

de la sutna, 26, 71, 130, l4l, 201 
contradiccldn, 173 
coordenada, 9 ' « 
cprreopondencla, 8 / 
cuadrado , . •• 

Quadrado de un niSmero dlstlnto de cero es posltlvo 
demostraddn, 137 > 

indlrecta, 173 

por contradiccldn, 173 . 
denomlnador, 222 

dlstancla desde b hasta a, '2 19 ' 

dlstancla entre, It5, 219 

distrlbutlva* 

• propiedad, 31, 66, 67X71, 146, 155, 202 
dlvlsidn, 225, 240 \ 
comptrobacldn, 224 
. . Indlcada, 254 
domlnlo, 58, 102 . ; , . 

-ecuaeldn, 50 » ^ 

eiemento de un conjuhto, 1 > 
eiemento Identldad 

para la multlpllcacldn^ 58, 162, 202 
para la suma, 57, 161, 201 
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enunciadOj^ 22, 4l / 

; abl^rto, 42, 56, 82 \ \ | 

complies to, " 56 s - 

^ con la jdonJiAnoldn 55 \ 

con lat conJwi<?l6n ^, 52 

niOTierlco,; 22 ^. * . . 

enunclados equivaientes, 1 68,, 169, 198 
Batructura, 201 ^ . ^ . ^'^^w" - ' 

existencia del Inverso multipllcatlvo, 165 
fracciones,, 231 ^ 

^suma de^ 254 . 
fra&e, 21 t * - 

ablerta, 42, 77 . ^ 

' num^rlca, - 21 
gr|lflca; 12 ^ « 0 

de tan enuiiclado, ,55, 5©^ 
^ del con junto de yalidez de un enunciado ablerto, 48 
igualdad ^ ^ 

propledad adltiva de, 153/1.41 

propledadesi de, J205 

slgno de, 19 . 
inverso, 18O ' * 
. ^ a,ditlvo, 155> 201- ' 

multipllcatlvo, * 1-62, 163, 171, 202 
mayor que, 49, 185 * ' - - , 
mayor que o Igual a, 54 , * 

manor qu^, 49, 102,^116, 185 / ^ 

menor que o Igual a, * 54 
mlefmbro de un conjunto, 1 
minimo comun multlplo, 59 ^ 
multlplicacldn ^ 

de fraccii^nes, 228 - 
* de numeros reales, 145 . 

de un n\imero real por -V, 155 

en la recta num6rl6a, l4 
multlplo, 5 

^mlnlmo comi5n, 59 ^ - \ 

nombre mas senclllo para un niSrfero, * 240 
nombres . corrientes, 19, 228 ' - * . 

numerador, 222 " ' ^ 

numerales, 19 ' 
niSmero 

cardinal, 2 

de la aritm^tica, 11 « 
Irfaclonal, 98, 116 ^ 
natural, 2 * 
negative, II6 
negatlvo real, 98 ^^ * 

^positive, 115 ^ * 
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)^Dsitlvo read, '9^ 
^ racional, 9, 98 , 
real, 9o, 1l6 ' \ 
operacl«5n bljiaria, ■ 24, .109, 201 • 
operaciones baslcas, loO • • 

opuestos, 107, 108, 110, 117^209^ 

prop3.e(Jad adltlva jle, 15J, .1^1 
ordenacidn . 

relacldn de, I85 . \ ^ ' 

pTOdup.to de dps .nuraeros reales (definiclon), 147 
proAucto Indlcado, 19 " , . ^ 

propiedad," 25 

" aditiva,, 202, 205 ,r 

asoclatlva,* 201 ^ 
conmutatlva, 201 ' " 

: ^ de '3La igualdad, 135, 1^1 

de ia ordepaGl6n, 187,. 1B8, , 19O 
de los opuestos,- 151, l4l . 
del cero, 57, 72, 131, 141-. 
. elemento Id^ntldad, 462, 201 
asoclatlva . . « >^ 

de la raultiplicacldn, 27, 7^1,' 153, 202 . 

— Be Ti"^3uraa, . 24, 71, 130, 1^1, 201 

conrautativa ^ „ x , ^ . 

•de la multipll^aci6n, 28, 71, 1*^6, 151, 201 
de la s\ima, 26, 71, 130, l4l, 201 
de clausula ► *, * 

de la multipUcacidn, 17, 61, 71, 201 
I. de la suma, 61, 71, 201 \ 
de comparacl6n, IO5, 116, 185, 202 
mstributiva, 31, 66, 67, 71,^1^6, 15^, 202 
rauitlplicatlva, 202, 205 

• ■ asoclatlva, 27,71, 153,202 

conmutatlva, 28, 7I, 1^6, 151, 201. 
de la. Igualcl&d, 167 . 
de la ordenaclon, 195, 19^ 
•■ del cero, 58, 72, l46, 15I, 178 
. del uno, 58, 72,151,.^^^ 
elemento Identldad, 58,^62, 202 
» usos de, J56 - ^' , 

transltlva, 106, II8, 185, 202,^ 205- 
propledades 

de ia comparacldn, IO5, II6, I05, 202 
de la Igualdad, 205 , • , 

de la multlpllcaclon (V. ^ropledad multlpllcatlva) 
^ .^.la suma (V. propiedad adlti^a) 

• fundamentales, 200 . . ^ 
raz<5n,. 2^2 

reclprocos, 172, 17B 

recta num^rloa, 7, 9,, 97, 101 
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• reduclendo t^iroinos, 158 ' 

reductlo ad absurdum, 173 
reflexivldad, 205 .. ' ♦ • , 
relaciiSn* blnarla, 185 > . ^ ' 
reldcldn de ordenacion, ■ 1 85 
«. -resolver, *134 . . ' . . 

■ resta - — , 
• - , * deflnlcidn' de, 209, 2^0 

' " en la recta nura^rica, 240 
^: en t^rraihos de dlstancia, 2t8 

■ ^ • no es aaociatlva., 215 * , 

y solamente si, I69 
signo de igualdad, t9 , 
soluclones, 134 
' ^ conjunto de, . 134 ^ - . 

de ecuaclones, 166 
subconjunto, 3 
. propl^ 14 
sucesor, Jff 

sujna • * ^ . . 

de numeros reales, 121, 124, 127, 140 
. en la recta num<^rlca, 

Indicada, 19 < " 
sustraccidn (V. reata) 
tedrema, 138 , - , 

t^rmlnos de una "f rase, 157 
traduccl6n . . ^ 

de la igualdad a la? ordenacl<5n, 191 

de la ordenacl6n a la Igualdad, 191, 193 
transitl\|av 

prtWRad, 106, II6, 185, 202, 205 ^ 

\Jnico, Wfr, 163 

uno, propiedad multlpllcatlva del, 58, 72, 15 
valldelz, con^Junto de, 45, 56, 166, 167 
valor absolute, 112, 113, 11 4, 115, 117 
variable, 38, 77. 102 
valor de, 38 



